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Problema 1
a. En la siguiente recta numérica estan ubicados los nimeros 0 ; 1y a:

< T T T >
0 1 a

;Donde se ubican los nimeros a+1; -a y - a +1?

b. En la siguiente recta estan ubicados los ndmeros 0y a.
;Donde se ubica el ndmero - a?

a
R

v

T
a 0

Problema 2

Para preparar una pintura de determinado color se mezclan 5 litros de pintura blanca
con 3 litros de pintura azul. Juan quiere hacer una mezcla que tenga la misma tonalidad
pero usando 10 litros de pintura blanca. ;Cuantos litros de pintura azul debe usar? ¢Y si
usa 8 litros de pintura blanca?

Para encontrar las respuestas a estos y otros problemas es que se usan los niimeros ente-

ros, los racionales y otros tipos de niimeros, que seran el tema de trabajo de este capitulo.

NUMEROS REALES
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£n el primer problema hay que ubicar los niimeros a+1; -a y —a +1 en la siguiente recta,
—=-odiendo la ubicacién de 0, 1y a:

4

g
l

“omo se conoce la ubicacion del ndmero a'y del 0, es posible determinar el lugar donde
=== =L nimero -a, pues la distancia entre a y 0 debe ser la misma que la distancia entre -a
»o.

'

,l T T 1 »

i nimero a + 1 esté ubicado a una unidad hacia la derecha del nimero a. Medir una dis-
“=~iz de una unidad es medir la distancia que hay entre 0 y 1 o entre dos ndmeros enteros
~--s=cutivos cualesquiera. Para ubicar el ndmero a + 1 hay que tomar la medida que hay
==tr= 0 y 1y marcar un segmento con esa medida comenzando en a hacia la derecha. De
“zuzl forma se puede ubicar el nimero -a + 1, a una unidad hacia la derecha de -a.

< T T >

1 1 1
-a -a+l 0o 1 a a+l

MATEMATICA 1

.-w...,............‘....‘.......

En numerosas

oportunidades, para
representar nimeros se usan
las letras. En este caso, la letraa
esta representando un numero
cualquiera. '

Los nimerosay —ase
denominan inversos
aditivos u opuestos y verifican que:
a+(-a)=0
Asi, por ejemplo 3y -3 son opuestos
pues 3+ (-3)=0.
Los nimeros nzturales, sus
opuestos y el cero forman el
conjunto de nuimeros enteros.
A los numeros enteros se los
designa con el simbolo: Z.



En el item b. del problema 1, hay que ubicar en la recta numérica el ndmero -a.

4

&
b U

W
a 0

¢Por qué el nimero a estd ubicado a la izquierda del 07 ; Por qué no tiene un signo menos?

Esto resulta extrafio, pero como a es el representante de un niimero, puede estar ubica-
do en cualquier lugar. Como a esta ubicado a la izquierda del cero, entonces es un nimero
negativo. Saber esto hace que no sea necesario ponerle el signo menos delante. De esta
manera, el nimero —a es el opuesto de a y se sitda a la misma distancia del 0 a la que se
encuentra a, pero en sentido contrario:

<+ T »
Los nimeros que se a 0 -a

encuentran ubicadosala
izquierda del 0 se [laman nimeros

negativos.

Es decir, como el nimero a se encuentra a la izquierda del 0, es negativo, por lo tanto,
su opuesto, -a, es positivo.
Por ejemplo, sia=-5,-a=5; sia=-6,-a=6; sia=-12, -a=12.

Problema 3
En la siguiente recta numérica estan ubicados el 0 y el nimero positivo a.

>

4
S

a. Ubicar en la misma recta numérica el nimero —-2a.
b. Ubicar en dicha recta numérica -(-a).

En esta recta numérica es posible dibujar el nimero -a, dado que se encuentra a la mis-
ma distancia del 0 que el nmero a pero en sentido contrario.

< T T T >

-a 0 a

Finalmente, el niimero —2a esta al doble de distancia del 0 que el ndmero -a, con lo cual
puede ubicarse en la recta de la siguiente forma:

g
<

»

1 1 1]
-2a -a 0 a

Alintentar ubicar el nimero —(-a) se observa un juego de signos. Ocurre que -a es nega-
tivo, pues a es positivo. Por lo tanto, —(-a) es positivo y coincide con a.

A
v
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Los nimeros racionales
Los niimeros racionales y la recta numérica
La recta numérica es una buena herramienta para aprender distintas cuestiones sobre

\os nimeros racionales. Estos nimeros pueden ser escritos de dos maneras diferentes: con
=xpresiones decimales o con expresiones fraccionarias.

Problema 4 m Al conjuntc
En la siguiente recta numérica estan ubicados los niimeros 0y 0,75: nUMeros r
representa con Iz letrz . Dentro
< : : > de éste conjunto de numeros
0 0,75 se encuentran los naturzles, los
enteros y todos los nimeros que se
;Donde se puede ubicar el nimero - %? pueden expresar como fraccionss.
- " : 75 3
El ndmero 0,75 se lee 75 centésimos y equivale a 100 °% 7
Para ubicar el nimero - Z en larecta numérica hay varios caminos posibles Uno de ellos
consiste en pensar el nimero 0,75 como Z Si se divide la distancia entre O y Z en tres par-
tes iguales es posible ubicar el nimero - y a partir de alli, determinar la posicién de - %
: T I i I I >
1.0 1 0,75
4 4
Problema 5 Una vez mas, se recurre a
En la siguiente recta numérica se encuentran representados los niimeros 0, a y b. las letras para representar
cualguier nimero. En este caso, la
Gnica informacion adicional que
a
e 6 “] ll) > podemos reconoceresqueayb
son positivos y que a esmeno
que b, pues esté representado a su
;Donde se ubican los nimeros: % # ; %+ b? izquierda.

Para poder determinar la ubicacién de % es suficiente con ubicar el punto medio entre 0

y a, ya que 4 es la mitad de a.
2

Para indicar la ubicacion de 2= b , se puede buscar el lugar que corresponde a g+ 5, ¥

. - . . 2 . - - - 3

luego dividir la distancia entre 0y a + b en dos partes iguales, o bien, recurrir 2 |2 idez de
a+b

promedlo es decir, la expresion =—— representa el punto medioentreay 5.

un

§ + b esta ubicado a la derecha de b, a una distancia de =; 0 bien a |la derecha Zi un

)

distancia de b:

A

o
TSI
Q

o
+
o
o
IS}
+
o

MATEMATICA 1 9



Problema 6
1 1

2. Si n es un ndmero natural y se sabe que = es menor que g :Qué valores es posible
que adquiera n?
b. Si n es un nimero natural y n es mayor que 8, ;qué valores es posible que adquiera %?

a. Como Les positivo y menor que %, en la recta numérica se ubicaentre O y %

n
: (I‘/‘//II////‘//‘//) ; ; »
0 1 1 2
8 4 2
;Puede sern = 2? Evidentemente no, pues % es mayor que %
1 1

¢ Puede ser n = 4? Nuevamente, esto es imposible pues 7 ©s mayor que g.

El ndmero n debe ser mayor que 8, pues si se comparan fracciones con numerador uno,

al ser mas grande el denominador, la fraccién es menor.

Se puede decir entonces que si %< % yneNentonces n>8.

b. Sines un ndmero natural positivoy n > 8, entonces % es una fraccion con numerador
Siay b son nimeros 1y denominador mayor a 8, luego queda % < %
naturales Del problema anterior se concluye que si n es un nmero natural entonces:
a<beolcl
b a 11
n<g S n= 8

Problema 7
Si un ndmero racional m esté entre 4 y 6, sentre qué nimeros se encuentra %?

Como m esté entre 4y 6, entonces 4 <m < 6.

Comomesmayorqued = %es menorque% = ,Jq—<

Como mesmenorque6 = %es mayorque% = %>

OV — .hl_n

Luego, si m es un nimero racionaly 4 <m < 6, entonces:

< <

= Gy

|
3|

Ry
¥ 1. ;Escierto que, en el conjunto de numeros negativos, el nimero que 4. a. ;Cuantas fracciones con denominador 2 hay entre 3y 47
0 es el mas chico? b. ;Cuantas fracciones con denominador 5 hay entre 3y 4? ;Y con

esta mas cerca del
2. En la siguiente recta numeérica se encuentran ubicados los numeros denominador 9?

ayb: 5.Siaybsondos nimeros racionales,con2<a<8y1<b<4. ;Entre
<& G qué valores se encuentran los siguientes numeros:
<TI0 T T > { A 4
0 a b a.a+b bh— i
a+o b
6. Sean my n numeros naturales, con n > m, y @ un niimero natural.
;Donde se ubican los numeros a+b; —{a+b) y b-a? Completen con >, < o =; justifiquen su eleccion.
r e o L s 1., 7 m m+a
3. En la siguiente recta numeérica ubiquen los numeras 3 y 3 R XE
g |
N 1 1 | 4
_2 0
3

10 NUMEROS REALES
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2y numerosas situaciones que involucran proporciones que resultan imposioles &

ﬂJ
Wi
i

zmzzzdas si no se dispone de este conjunto de nimeros. Si se retoma el problemz Z c= =

z=gina 6:

Szra preparar una pintura de determinado color se mezclan 5 litros de pintura blanca

-on 3 litros de pintura azul. Juan quiere hacer una mezcla que tenga la misma tonalidad

s=ro usando 10 litros de pintura blanca. ;Cuédntos litros de pintura azul debe usar? ;Y si

=<2 8 litros de pintura blanca?

Si se organiza la informacion en una tabla:

Pintura Blanca 5 10 8
Pintura Azul Sy VR

Es sencillo reconocer que si se usa el doble de pintura blanca, se debe usar el doble de
~intura azul. Entonces, si se usan 10 litros de pintura blanca hay que poner 6 litros de azul

czra obtener la misma tonalidad.

Pero si se usan 8 litros de pintura blanca, no es facil darse cuenta cuantos litros de azul
corresponden. Esta cuestion se puede pensar de la siguiente manera:
Sise usa 1 litro de pintura blanca (es decir, se dividi6 a 5 litros por 5) se deberan usar

2 : 5 litros de pintura azul, es decir, 3 de litro de pintura azul

Una fraccion, pueds indicar
una relacién entre dos
variables. En este caso: cantidad de
pintura blancay cantidad de pinturz

azul, para mantener la misma
tonalidad. Esta relacion se puede
escribir asi: 2 yselee5esa3obien
por cada 5 litros de blanco, se usan 3

Luego, para 8 litros de pintura blanca se deben usar 8 - = de pintura azul, es decir == 24 litros de azul.

Ze azul.
Este razonamiento se puede explicar también en la tabla:

.8
- —5— -
fi '
Pintura Blanca 5 10
Pintura Azul 3 ' 6
I
T
.8
5

Entodatablade
proporcionalidad directa,
existe un nimero llamado la
constante de proporcionalidad
N que es generalmente simbolizada
\ porlaletrak.
Y El cociente entre dos valore

8 variables que se relacionan ent

es siempre constante eigual a k
24 Si =k, entonces y=k-x
5 & .
A Esto quiere decir gue el valor que se
i corresponde

de las vari

7. Para preparar jugo se mezclan 4 vasos de jugo concentrado con 7 de
agua.

a. ;Qué otras combinaciones de jugo concentrado y agua permitiran
obtener jugo del mismo gusto?

b. Inventen una férmula que permita saber qué cantidad de agua se

necesita, en funcion dela cantidad de jugo concentrado que se use.

8.2 botellas de jugo concentrado

preparar bebidas que alcanzan para gue tomen 20 personas. ;Cudntas

botellas de jugo concentrad de agua se necesitan para

s de manera tal gue alcan

preparar bebida
/ qUF‘ 'rz:sng

\ce para que tomen 45 personas

e en el caso anterior?

MATEMATICA 1 11 |
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Cuando se trata de medir, se

debe seleccionar una unidad
de mediday determinar cuantas
veces entra esa medida en el objeto
que se pretende medir. No siempre

entra una cantidad entera de veces.

En ese caso, hay que fraccionar la
unidad de medida.

Cuando se establece una

relacion como la siguiente:
m_a

n=p
dondem, n,ay b son nimeros
naturales, se dice que hay

establecida una proporcion.

La fraccién " esequivalenteala
fraccion yselee:"mesancomo
aesab”

12

Problema 8

Dadas las dos tiras de papel, que se dibujan a continuacion, determinar la medida de la
tira b usando como unidad de medida la tira a y determinar la medida de la tira a usan-
do como unidad de medida la tira b.

L - ]
a

Para resolver este problema, una posibilidad es utilizar una regla e intentar establecer la
relacion que hay entre la medida de la tira a y la de la tira b.

Otra manera de pensarlo es la siguiente: recortar varias tiras como a y varias como b.
Ubicarlas una al lado de la otra como se ve en la figura. Al realizar esto, se busca que ambas
colecciones de tiras coincidan en su longitud:

Se puede observar que 2 tiras b miden lo mismo que 5 tiras a. Por lo tanto, es posible
afirmar que 5a=2 b luego:

Q
Il
[S21[pN]

o
<
oo
Q
Il
o

Entonces, la tira a mide % de la tira b, mientras que la tira b mide % de la tira a. También
es posible expresar estas relaciones de la siguiente manera:

noju
Qo
(e}

wllro
I

o |Q

El siguiente problema propone pensar sobre relaciones como las recientes, pero ya
determinadas:

Problema 9

¢Es cierto que si ny m son nlmeros naturalesy n = % m, entonces m debe ser un niimero par?

Efectivamente, m debe ser miltiplo de 2, pues, en caso de no serlo, %m seria una frac-
cién o un namero decimal. Esto equivale a decir que n es una fraccion dado que L i mitl, y

2
no es posible ya gue el enunciado plantea que n es natural.

Se presentan a continuacion otras situaciones que permiten estudiar con méas profundi-
dad el problema de medir.

NUMEROS REALES



Problema 10
Dzdos dos segmentos a y b, de los cuales se sabe que 2 veces la longitud del segmento
2 =s igual que 3 veces la longitud del segmento b, tal como se muestra en la siguiente

figura

2. ;Es cierto que b entra una vez y media en a?
b. ;Existe alglin segmento de longitud u que entre una cantidad entera de veces en el
segmento a y que a su vez, entre una cantidad entera de veces en el segmento 5?

~ 2 2 . 7

Como2a=3b, resultaque a= —g— by como 5=1,5 entonces el segmento b entra una vez
y media en el segmento a, o una vez y media la longitud del segmento b es lo mismo gue lz
angitud del segmento a.

Para pensar en la segunda pregunta, es posible arriesgar con un segmento u, cuya
medida sea la mitad que la medida del segmento a: por ejemplo, un segmento como el

siguiente: U

B

Este segmento entra dos veces en a, 0 sea a =2 u, luego

a=2uy2a=3b=2-(2u)=3b= 4u=3b=>b=2u

Wk

0 sea u entra una vezy % en b, es decir, no entra una cantidad entera de veces en el
segmento b. Hay que partirlo.

Muy probablemente, si se sigue ensayando, resultara dificil encontrar dicho segmento
u. Se puede pensar entonces en que u debe tener alglin tipo de relacion con a y b.

Como b entra una vez y media en a; si u entra 6 veces en ag; entrara 4 veces en b. En con-
secuencia, sise elige u de manera tal que 6u = g, se verifica que 2 - 6u = 3b pues 2a = 3b.

Por lo tanto 12u = 3b. Luego 4u = b. 0 sea, u entra una cantidad entera de veces tam-
biénen b.

¢Es estd la dnica posibilidad para u?
Por lo dicho anteriormente, si u entra 6 veces en a, entraré 4 veces en b. 0 sea
a=6u=b=4u
Si se supone, entonces, que u entra 12 veces en a, es decir a = 12 u, se tiene que:
= =gl =
a=12u = b-sa 3 12u=8u
Sia=18u, entoncesb=%a=%- 18u=12u.
Es posible generar asi distintos segmentos u que verifiguen lo pedido.

MATEMATICA1 |

Un segmento u entra una
cantidad entera de veces en
otro segmento m, si no es necesario
partira u para medir m. Es decir,
si existe un nimero entero k que
verificaquem=Kk-u.
En este caso se dice que si se
toma como unidad de medida el
segmento u, m mide k.

Por ejemplo, si u entra 3 vecesen un
segmento m, entonces m=3u.

13



Si a =6k - u con k cualquier nimero natural, se tiene que:
a=6ku = b=%a= %'6ku=4ku

Con lo cual u entra 4k veces en by como 4k es entero, u entra un ndmero entero de veces

enb.
Se concluye entonces que hay infinitos segmentos u que cumplen con la condicion pedida.

Problema 11
Si al elegir un segmento n como unidad de medida se obtiene que un segmento a mide
5 veces el segmento n y otro segmento b mide 7 veces el segmento n:

a. ;Cual es la medida del segmento a si se considera al segmento b como unidad de medida?
b. ;Cuél es la medida del segmento b si se considera al segmento a como unidad de medida?

A partir del enunciado, es posible escribir las relaciones entre ay ny entre byndela
siguiente manera: a=5ny b=7n.
Luego:

Con lo cual:

De donde se concluye que 7a = 5b. Esta Gltima expresion es la que permite responder las

preguntas a. y b.:

Es decir, si se considera al segmento b como unidad de medida, el segmento a mide%
de la medida del segmento b. Si se considera al segmento a como unidad de medida, el seg-
mento b mide % de la medida del segmento a.

Problema 12

a. ;Existe un ndmero que entre una cantidad entera de veces en 5 y en 37

b. ;Existe un nGmero que entre una cantidad entera de veces en 3 3 y en 1"
Como 1.2 y 1.35= 3 entonces la fraccion 1 entra 2 veces en 5 y 3 veces en 2
£ °72 4 4 4

Para analizar el 1tem b. se puede escribir ambas fracciones, con fracc1ones equivalentes

que tengan el mismo denominador, asi por ejemplo:

1.2.,.1 y 1,351
36 6 2 b6 6
Con lo cual el ndmero % entra dos veces en % y tres veces en %
VV

9.Si my n son dos segmentos que verifican que 3m=7n. Encuentren un segmento que entra 11 veces en el segmentod. ;Es posible que uentre
segmento v que entre una cantidad entera de vecesenmy una cantidad  una cantidad entera de veces en el segmento b?
entera de vecesenn. 11. Dadas dos fracciones cualesquiera, jes posible que exista siempre una
10. Si ay b son dos segmentos que verifican que 4a=9byuun fraccién que entre una cantidad entera de veces en cada una de ellas?

14 NUMEROS REALES



meros irracionales
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Problema 13
Conseguir dos hojas tamafio A4 y dos hojas de tamafio de un cuademo c= 21cm = 17cm y
realizar la siguiente experiencia:

1% Tomar una de las hojas de cada tama- cuaderno
no y cortarla por la mitad. La otra se con- F-ooo---
serva entera.

2% Tomar una de las mitades de cada tama- s

no obtenidas en el paso anterior y nueva- v

mente cortarla por la mitad.

3% Tomar uno de los cuartos obtenidos en

el paso anterior y partirlo al medio nueva- s B

mente.
Continuar el proceso, sucesivamente, hasta
obtener 5 cortes.

4%:Ubicar las hojas como se muestra en
la siguiente figura:

Si los cortes se realizan segn las instrucciones, al colocar los papeles obtenidos del
modo indicado se observa que todos los rectangulos obtenidos a partir de la hoja A4
comparten la diagonal. En cambio los rectdngulos obtenidos a partir de la hoja de cua-
derno no comparten la diagonal.

;Cual es el motivo por el cual en la hoja A4 los cortes arman rectangulos que parecen
compartir la diagonal y la hoja de cuaderno no?

¢Qué relacion debe existir entre los lados de una hoja, para que todos los rectangulos
obtenidos a partir de dividir por la mitad, tengan la diagonal sobre la misma recta?

MATEMATICA 1

15



! Si se considera un

' rectangulo de lados 3 cm
y4cm, es posible determinar la
medida de su diagonal.

4

Por el Teorema de Pitdgoras
| d?=32+42 porlotanto
| d=v9+16 =5
Esto permite afirmar que, si se usa
como unidad de medida el lado de
| 4.cm, ladiagonal del recténgulo

| mide 1 vezy%la longitud de dicho
lado.

| Se pudo medir la diagonal usando

’ un lado como unidad de medida,

| por que existe un nimero racional

i que multiplicado porelladodala
diagonal.

|16

Al realizar los cortes pedidos en la hoja, se pueden obtener las siguientes relaciones:

1,4142857...
141414147 ...
1,414285714...

21 cm
14,85cm
10,5cm

Es decir, los cocientes respectivos entre el lado mas largo y el lado més corto de cada rec-
tangulo son casi iguales, si se considera que la pequefia diferencia se debe a las aproximaciones
realizadas. Entonces para que las diagonales se compartan, los cocientes deben ser iguales.

Si se analizan estos cocientes en la hoja de cuaderno , se obtiene:

1,305732484..
1,531707317..

15,7 cm
10,25cm

0 20,5cm
1 15,7cm

Se observa gue no son casi iguales como en L2 hoja A4, es por este motivo que no se
comparten Ias diagonales en estz hoja.

Como cada nuevo corte da origen a un rectangulo cuyo largo tendrd la longitud del
ancho del rectangulo anterior y cuyo ancho medira la mitad del largo de la hoja anterior, la
situacién se puede representar de la siguiente manera:

b a

Para que los rectangulos resultantes compartan la diagonal, como en la hoja A4, los
rectangulos deben ser semejantes, entonces los lados de la hoja deben verificar que:

Qo
N oo

A partir de esta expresion, es posible deducir que:

b-g=a-a
B2
amE
2
-2

Se deben buscar nameros a y b que verifican (%)2 =2.

NUMEROS REALES



Es posible suponer que a y b son niimeros enteros que verifican la condicién anterior y
zales que la fraccion g es irreducible. Como z—§= 2, se cumple entonces que: b2 = 242
Esta igualdad indica que b2 es un ndmero pary por lo tanto b es un niimero par. Entonces
=xiste un ndmero entero k tal que:
b=2k
Luego:
2a2=(2k)? = 2a?=4k = a*=2kK

La dltima expresion obtenida indica que a? también es un ndmero par, por lo que a tam-
5ién lo es.

Por lo analizado hasta aqui, a y b son nameros pares; con lo cual la fraccién g se puede
simplificar dividiendo numerador y denominador por 2. Pero se habia comenzado el desa-
gera irreducible, con lo cual no se podia simplificar. Esta

contradiccion sefiala que no hay ningin par de nimeros a y b que cumplan con la condicién

rrollo suponiendo que la fraccion

pedida. El absurdo se produjo por suponer que existe una fraccion % cuyo cuadrado es 2.
Se concluye que no existe ninglin ndmero racional que elevado al cuadrado dé 2. 0 sea el
namero V2 no puede ser expresado como una fraccion.

Los nameros que no pueden ser expresados como fraccién, es decir, que no son el cocien-
te entre dos nimeros enteros se denominan nimeros irracionales.

Estos nameros se representan mediante expresiones decimales con infinitas cifras deci-
males no periddicas.

Por ejemplo: V2; 3,123456789101112131415........ son ndmeros irracionales.

El ndmero Pi
Algunos de éstos nimeros, por ser tan particulares, tienen nombres que los identifican,
por ejemplo el nimero “pi” cuya escritura es la siguiente: m.

Para averiguar cudl es el valor de m se dibuja una circunferencia; se marca su centro y su
radio. Se realiza un corte y se la estira, hasta obtener un segmento, como se muestra en el
dibujo:

MATEMATICA 1

m Un nimero entero es par
e escribirse comoel

producto de otro nimero enteroy

w

(&}
=4
(1%
Q.
(1)
[

verifica que:
nespar< nespar

Sise considera el cuadrado
delado 1, resulta imposible
medir su diagonal usando como
unidad de medida dicho lado, pues s
elladoesde 1.cm, la diagonal mide:
d=V12+12=2
Como no existe ninglin namero
racional tal que k- 1=v2, no
se puede medir la diagonal de!
cuadrado usando como unidad de

medida de lado.

17
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Aligual que buena parte de lo que trata este capitulo, una vez mas, si se intenta deter-
minar cuantas veces entra el diametro en la longitud de dicha circunferencia, no sera tarea
sencilla:

Se puede observar que el diametro entra 3 veces en la longitud de la circunferencia, y
sobra un pogquito. Este hecho se descubri6 hace muchos afios, y, aunque aqui no se demues-
tra, se sabe que ese poquito mas es imposible de ser determinado fraccionando el didmetro.
Es decir, si se trata de medir la longitud de la circunferencia usando como unidad de medida
el diametro, esta medida no se puede establecer ya que no es un ndmero racional. Se llama
namero 1 a la cantidad de veces que entra el diametro en la longitud de una circunferencia.
mes un namero irracional, y, algunas de sus cifras son las siguientes:

3,141592653589793238462643383279....

Problema 14

El siguiente dibujo representa un cubo de 1 cm de arista.

¢Cuédl es la longitud del segmento que une un E x
vértice con el vértice opuesto, tal como se mues- "
tra en el dibujo? 1

La base del cubo es un cuadrado de 1 cm de lado. Por el Teorema de Pitdgoras su diago-
nal mide v2.

Queda entonces determinado un nuevo triangulo rectangulo formado por la diagonal de
la base, una arista y el segmento del cual se debe determinar la longitud:

Por el Teorema de Pitagoras, x¥2= (V2)2+12=2+1=3.
Por lo tanto, la longitud del segmento x = V3.

NUMEROS REALES



En el transcurso de este capitulo se han encontrado nimeros cuyo desarrollo decimal
=5 infinito y no periddico. Esos nimeros no son racionales porque para ello deberian tener
==sarrollos decimales finitos o periddicos. Son irracionales.
V2 no puede expresarse como una fraccion, por lo tanto tampoco es un nimero racional.

Hasta ahora se han visto nameros irracionales escritos como decimales donde queda
-lz2ro que no hay un periodo. Por ejemplo, el nimero 2,01001000100001... no tiene un
c=riodo debido a que la cantidad de ceros va aumentando y se sabe como continda su desa-
~ollo. Es entonces, un namero irracional. Sin embargo, no puede afirmarse si el nimero
1,725896542894...

Ziene un periodo sera racional y si no lo tiene seréa irracional.

es irracional o no porque no se sabe como continda. Si en algin lugar

Una cuestion sobre la que es interesante indagar es sobre qué forma tienen los nimeros
‘rracionales.

Problema 15
a. ;Todo nimero que se expresa como raiz cuadrada de un niimero racional es irracional?
b. ;Es cierto que las raices cuadradas de nimeros primos son siempre irracionales?

No es cierto que cualquier nimero que se exprese como raiz cuadrada de un nimero

racional sea irracional. Por ejemplo, 1/ 5, es un nimero racional.

oo

V5
usa la calculadora para hallar cada raiz resulta que V20 = 4,472135955 y v/5 = 2,236067977.

Pero no se sabe si estos nimeros siguen o terminan, con lo cual tampoco se sabe muy bien

En algunos casos, no esev1dente51elnumero dado esracional o no. Porejemplo, .Sise

sisu cociente sera racional o no.

Una manera de analizar la respuesta es buscar una expresion equivalente:

[ VT A5
VB T T ven?

Pareciera entonces, que algunas raices son irracionales mientras que otras no. Pero,

;cudles son irracionales?

Para comenzar a analizar esta cuestion puede comenzarse con un ejemplo, un caso par-
ticular. ;£ ndmero V3 es o no irracional?

De la misma manera que se desarrolld la demostracion para V2, se puede suponer que
V3 es racional, con lo cual podré escribirse como una fraccion irreducible, V3 = —g- conaeZ

vbeN. Luego: V3 =% -3 o a?=3b2

bZ

Como todo niimero entero puede expresarse como un producto de nimeros primos y ade-
mas, cuando se eleva un namero al cuadrado, cada factor primo aparece una cantidad par de
veces; se deduce que: a? y b? seguro tienen una cantidad par de factores 3.

Con lo cual, 36 tiene una cantidad impar de factores 3 y entonces 352 no puede serigual
aa.

El absurdo provino de suponer que V3 podia expresarse como fraccion. Luego, v3 es un

ndmero irracional.

El mismo razonamiento puede usarse para un nimero que sea la raiz cu

namero primo cualquiera.

MATEMATICA 1

Laraizn—ésimaes

distributiva respecto del
productoy el cociente. En simbolo
sia=0yb>0:

Va-b=Va-Vb y [2=22

m Todo nimero entero pueds

expresarse Ge u
manera COmao progucic

Ademas, siaes

Laraiz cuadrada de un
numero primo es siempre un
namero irracional.

19
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Todos los numeros naturales

son también enteros, y estos
ultimos son también racionales.
Los niimeros naturales, enteros
y racionales son nimeros reales.
Otra manera de expresar lo anterior
es:los nimeros naturales estan
incluidos dentro del conjunto de
nuimeros enteros. Los nimeros
enteros estan incluidos dentro
de los nimeros racionales. Los
numeros racionales estan incluidos
dentro de los nimeros reales.
Todo esto, en simbolos, se escribe:
NCZcQcCcR
Los niimeros reales se forman
con los niimeros racionales y los
irracionales. Es decir,

IUQ=R

Sia, by cson numeros reales
y se verifica que:

a+b=c
entonces:
a=c-b

Sia, by cson nimeros reales,
besdistintode ceroy se
verifica que:
axb=c
entonces:
a=

(S il

Siaesunnumeroreal
positivoy x?=aentonces:
X=+a ox=-Ja

20
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Los numeros reales
Propiedades
En las paginas precedentes se han presentado diferentes conjuntos numéricos.

El conjunto formado por los nmeros naturales, los enteros, los racionales y los irracio-
nales forman un nuevo conjunto de nimeros conocido con el nombre de nimeros reales
y se los representa con la letra R.

A continuacion se trataran algunos problemas que recurren a los diferentes conjuntos

numeéricos.

Problema 16

Es sabido que si se suma 10 + 6 el resultado es 16.

:Es posible restar un ndmero al 10, de manera tal que el resultado también sea 167 Es
decir, ;existe alglin nimero n que verifique que 10 - n = 162

Evidentemente, es imposible encontrar un ndmero natural que cumpla esta condicién.
Con lo cual este problema no tiene solucién dentro del conjunto de nimeros naturales.

Pero si se piensa en el uso de los niimeros enteros, en este caso, si es posible hallarlo,
pues 10 - (-6) = 16. Es decir, a 10 hay gue restarle -6.

Simbélicamente: 10-n=16 = 10-16=n = -6=n
Problema 17

;Es posible encontrar un ndimero que, multiplicado por 5, dé como resultado 13?

Resulta imposible determinar una solucién dentro del conjunto de los nimeros natura-
les o enteros.

En cambio, si se recurre a los nimeros racionales, se trata de resolver la siguiente ecuacion:
13

5.« =13 =.q= 5

El Gnico valor que puede adquirir a es 1—53

Problema 18 ¥

¢Es posible encontrar un nimero que, elevado al cuadrado, dé como resultado 77

Ningln nimero entero, o racional elevado al cuadrado da por resultado 7.
Este problema se traduce de la siguiente manera: hay que buscar un ntimero x que verifique:
x2=17
Hay dos nimeros que verifican esa condicion, ellos son:
x=v7 obien x=-7

pues: (V7)2=7y (V7)2=7
Es decir, existen dos nimeros que elevados al cuadrado dan 7, estos son V7 y —V7.
NS 3
NUMERQS REALES



Problema 19
;Existe alglin nimero irracional cercano a v2? ;Y alguno que se encuentre proximo al
ndmero 1?

Si bien no se va a demostrar que los siguientes niimeros son irracionales, el modo en que
== construyen permite imaginar que si lo son, es decir, que tendran infinitas cifras decima-
=5 no periddicas.

Como V2 =1,41421356237....., es posible construir un ndmero irracional cercano de la
siguiente manera: tomar un nimero que tenga la misma parte entera que V2 y que comparta

o5 primeros 7 digitos después de la coma. A partir de alli escribir en orden todos los niame-

"0s impares comenzando en 7.

negativos es mas chico =

1,41421357911131517192123252729.... mas alejado del 0.
a<b
Este nimero es irracional porque tiene infinitas cifras no periddicas. El nimero que se = [r) EJ —>
a

2btuvo es mayor que V2 porque la primera cifra diferente es mas grande.
En general, un nimero g es menor

Del mismo modo se puede generar un ndmero irracional menor que V2, para ello basta que otro niimero b si g esta ubicado
en larecta numérica a la izquierdza

con comenzar la serie de n(imeros impares en uno que sea menor a 6. Por ejemplo si se o
eb.

comienza en 5 se obtiene
1,414213557911131517192123252729....

Si se considera el nimero m = 3,141592653589793238462643383279..., es posible
2rmar un nuevo nimero irracional de la siguiente manera:

Se toma un ndmero que tenga las primeras 13 cifras coincidentes con .
A partir de alli se ubican todos los nimeros enteros empezando en 10, queda:

3,14159265358910111213141516171819202122

El ndmero resultante es irracional porque tiene infinitas cifras no periddicas y esta
proximo a1 porque comparten las trece primeras cifras.

Los procedimientos empleados pueden usarse cada vez que se quiera “encerrar” un
ndmero racional o irracional entre otros dos. En este caso se eligi6 que compartan los ocho
0 los trece primeros digitos; pero se podria haber elegido que compartan cualquier otra
cantidad de cifras.

12.Siaes un nimero real positivo que verifica que 81 < a < 100. 15. Determinen en cada caso, si es posible escribir a los siguientes
;Entre qué numeros se encuentra va? numeros como fraccion:

—

4 y
Vb= L? 16. Sila hipotenusa de un tridngulo rectangulo, cuyos lados

13. jEs cierto que si b es un niimero real mayor que 0 se verifica que a. /5 b. V7 c V@ /3/ {
2

N

Expliquen la decision que tomaron. miden 1cm cada uno, es /2, determinen lamedidadela 1
14. ;Qué valores puede tomar m de manera tal que se verifique hipotenusa del segundo triagngulo rectangulo dibujado:
que % =12 17. A partir del ejercicio anterior, dibujen un segmento cuya longitud

sea /5.
Biblinteca Publica Musicipai
Ceat. MANUEL BELGRANO
MATEMATICA 1 Calle 222 - N°, 1403 21
76080 Mar del Plata



En unarecta numérica se

ubican todos los numeros
reales. A cada nimeroreal le
corresponde un punto de larecta
yacadapuntodelarectale
corresponde un nimero real.

22

En una recta numérica se pueden representar los ndmeros naturales, los enteros, los
racionales, es factible ubicar también a los irracionales. El problema que se plantea es como
hacer para representar algunos de ellos.

Problema 20

Ubicar el nimero V2 en una recta numérica.

Para ubicar el nimero V2 en |2 recta numérica se puede proceder de la siguiente manera:

a. Se dibuja una recta y en =lla se sefialan algunos ndmeros, ademas del Oy el 1.

\

< 1 t t 1 i g
-1 0 1 2
b. Sobre el segmento que va de 0 2 1 se dibuja un cuadrado de longitud 1. Se marca la
1
— % >
=1k 0 1 2

c. Por el Teorema de Pitagoras, la diagonal del cuadrado mide V2. Esta medida puede ser
transportada con el compas sobre la recta:

v

|
-
o
[
~n

Esta construccion muestra que hay un punto en la recta numérica que corresponde a V2. Es
posible asegurar que el valor marcado es V2, ya que se dibujé una circunferencia de radio
V2 centrada en 0. Se encontré entonces un punto de la recta que no se corresponde con
ningln namero racional. Es decir, la recta no estaba totalmente ocupada por nmeros racio-
nales. Al considerar los nimeros irracionales, se completa la recta.

Algunos puntos de la recta son ocupados por los naturales, otros por los enteros, otros
por los racionales y, finalmente, con los irracionales se termina de llenar la recta.

NUMEROS REALES



Problema 21
=n la siguiente recta estan representados: el nimero 0, el ndmero 1, el nimero positivo
= v el nGmero -m. i

Ubicar en la misma recta todos > ;

<
L0s numeros, que se encuentren a - 0 1 m
mayor distancia del 0 que m.

La distancia entre 0y m es m. La distancia entre -m y 0 también es m. contiene 3 Todos kas numeros
Sise toma un ndmero b que sea mayor que m, éste estara a mayor distancia del 0 que m. menores gue mes (=
== mas, todos los nlimeros que se encuentren a la derecha de m sirven:

< — | | | |4 / ALLL L] |
i I I ! N T7T7TT7TiVITT7 7
-m 0 1 m b
Para describir al conjunto de todos los nimeros reales que son mayores que un ndmero El simbolo significz
= se escribe: pertenece.

b e (m ; +e0) y significa que los nimeros b son mayores que m. El simbolo € significa no pertenece
Siademés se quiere incluir al extremo m se escribe: La escritura (m ; +=<) se denominz
b e [m ;+e) y significa que los ndmeros b son mayores o iguales que m. intervalo abierto en m.

Por otro lado, si se ubica b a la izquierda de -m, su distancia al 0 sera también mayor
gue m.
El conjunto de todos los nimeros reales b que verifican que la distancia al 0 es mayor

gue m es:
(=007 =m) U (m ; +o0) A f >
-m 0 m

Se denomina longitud de
intervalo a la di
el nimero menor y el mayor da v
intervalo.

. Lalongitud del intervalo (a;5) es
xe(a;b)sia<x<b b-g

Se denomina intervalo abierto a la escritura (a ; b) y significa que se consideran todos
los niimeros reales x que se encuentran entre g y b.
Simbélicamente:

Se denomina intervalo cerrado a la escritura [a ; b] y significa que se consideran todos
los nimeros reales x que se encuentran entre a y b incluyendo al a y al b.
Simbélicamente:

xela;blsia<x<b

Por ejemplo:

Sise escribe x €(-3;5) se estd indicando € G >
que:-3<x<5 =3 5

= = o ” < SLLL L st dLsdgd)sd -~
Sise escribe xe [-3;5] seestdindicando Ty L

v oh

que:-3<x<5 e

MATEMATICA 1 23



w

n i @ es un nimero positivoy
x| =a,entonces hay dos

osibilidades para el valor de x:

X=00 X=-a
Tambiénvale quesix=a0 x=-q,
entonces [x| =a.
Si|x|=0entoncesx=0.

Siaesun numero positivoy
|x|< a entonces-a<x<a,
esdecirxe(-a;a).
También es cierto quesi-a<x<a,
entonces |x| <a.

Siaesun numero positivoy
|x| >a = x>a0x<-a,es
decir: xe (~o0;—a) U (a;+o).

Se llama mddulo o valor absoluto de un namero real, a la distancia que hay entre ese
namero y el 0.
En simbolos el médulo de un nimero real a se escribe |a}.

Por ejemplo, | 4 | = 4, pues la distancia entre 0 y 4 es de 4 unidades, si se toma como

unidad de medida la distanciaentre Oy 1.

Como la distancia que hay entre -4 y 0 es la misma que la que hay entre 4y 0, entonces

|-4] = 4.
Problema 22
Representar en la recta numérica todos los niimeros reales que verifiquen lo pedido:
a.|c|=9
b.|c|<9
clc|>9
Para buscar los nimeros ¢ gue verifican | ¢ | =9, hay que buscar los nimeros que estén a

.
>

A

Si| c| <9 entonces la distancia entre cy 0 es menor que 9. Por lo tanto, todos los nime-

ros positivos menores que 9 son solucién. Es decir, c<9.

Ademas, ¢ no puede estar a la izquierda de -9, pues su distancia al 0 seria mayor que 9.

Con lo cual, c>-9.

¢ debe verificar entonces que c<9yc> -9, es decir:
-9<c<9obience(-9;9)

Y se puede representar en la recta de la siguiente manera:

ISV RIRN RN AV AR NANRRRAA
\y TTIIT 1T {I 1117171177777

=9 0 9

v

&
=

De la misma manera se puede pensar que el conjunto de ndmeros c que verifican | c[>9

son todos los nimeros ¢ cuya distancia al 0 es mayor que 9. En.la recta numérica se puede

representar de la siguiente manera:

A LLLLLLLLLLLD, ANV N
D FREEEREEREEAN RdRuRRRRRR R g

T
=9 0 9

Es decir, son los nimeros ¢ que verifican quec<-9 oquec>9
ce(-;-9)U(9;+=)

NUMEROS REALES



2= lo visto anteriormente se concluye que:

57 @ es un ndmero real positivo se verifica que:
sl=aeox=aox=-q

xl<ao -a<x<aoseaxe(-a;a)

xl>a&x>-a 0 x<a esdecirxe (-« ;-a) U (a; +)

Problema 23

- ®epresentar en la recta numérica todos los nimeros reales que verifiquen lo pedido:

alk-2| <5 b.lk+2|>6

B
i

ara buscar nimeros k que verifiquen |k-2| <5, se puede ensayar primero con algunos
WETEros.

Nossirve pues6>5

8 (6=al=J6]=6

3 13-2]=[1|=1 Sirve pues 1< 5
-2 [<2-2|=|-4|=4 Sirve pues4 <5
-5 |-5-2]=|-7|=7 No sirve pues 7 > 5

Como |k - 2| < 5 entonces k - 2 debe estar entre -5 y 5, 0 sea:
-5<k-2<5
Luego debe verificarse que:
k-2<5 = k<7
k-2>-5=k>-3
Esdecir: -3<k<7 obien ke (-3;7)

Estas soluciones se representan en la recta numérica de la siguiente manera:

4l ISR RN R A s RN RN AR RN AR INLY B
o T NTTITTTTTTTT g T T I T IT T 777777711777 11711771717 »

5 -3

A partir del grafico puede verse que todos los niimeros que son solucién estan a distancia
menor que 5 del 2. Esto permite interpretar a [k-2| como la distancia que hay entre ky2.la
“necuacion pedia entonces hallar todos los nimeros que estan a menor distancia de 5 que 2.

Si se buscan valores de k que verifiquen |k + 2| > 6. Entonces:

k+226=>k24 0 k+2<-6=>k<-8

Luego: k € (=00 ; -8] U [4 ; +o0)

ISR ERNRRRRRNRRR NN RNN]
VirirrrrrrriTTTTTITiiii: »

4

LA
W ITTTTITY

-8

[T

Siay b son dos nimeras
realesy a > bentonceses
ciertoque
-a<-b
b<a
-b>-a

La distancia entre un
nuimeroay un nimero b se

obtiene a partir de encontrar ja - b).

Por ejemplo, la distanciaentre -3y
12 se determina encontrando

[12-(-3)| =[12+3|=]15| =15

18. Decidan si son diertas o no cada una delas siguientes proposiciones:
a.5i|m-2| =0entoncesm=20om=-2.
b.Si |2h] <2entonceshe[-1;1].

MATEMATICA 1 |
1|

¢ Para cualquier nimerorealn, [3n+4| >0
d.Si |5-12] > 4, entonces b> 166b<8.
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b

19. Ubiquen en Ia sigufente rectalos nimeros 2 g; g ; 2”;
‘—T I 1 1 ’
0 1 a b

20. Determinen qué ndmero esté representado con laletramenla
siguiente recta numérica:

<+ T
0 1

>

!
m

21. Decidan en cada caso qué valores positivos puede tomar n>0
para que se cumpla la desigualdad:

9 n i
a. §<§ b. “7<n

8n_8 4 4
“73 73 d- 17 <Ti-n

22. ;Cémo harfan para explicar que, para cualquier valor den>0

se verifica que n—z <1?

verifican que 3 segmentos A

(V)

23, Sise sabe que dossegmentosAy
miden lo mismo gue 4 segcmentos .
a. ;Cuanto mide el segmento A si se toma como unidad de medida el
segmento B7

b. ;Cuanto mide el segmento 8 i se toma como unidad de medidael
segmento A?

24.Simy nson dos segmentos que verificanque 5m=11n.
Encuentren un segmento v de manera tal de que entre una cantidad
entera de veces enmy a suvez entre una cantidad entera de vecesen n.

25. a.;Cuéntas fracciones con denominador 2 hay entre 5y 67
b. ;Cuéntas fracciones con denominador 5 hay entre 5y 67 ;Y con

denominador 97

26. ;Habra alguna fraccién con denominador 4 que se encuentre
entre %y %? ;Y con denominador 57 ;Y con denominador 107

27. ;Es posible encontrar dos niimeros fraccionarios entre los cuales
no exista ninguna fraccién con denominador 4 pero si exista alguna
fraccion con denominador 87

28. Completen la siguiente tabla que relaciona la cantidad de agua en
proporcién a la cantidad de harina para preparar pizza:

wlwn
w

W~
~

Agua (en litros)

Harina (en kilos) 1r5% W3 1 X

26 NUMEROS REALES

29, Encuentren dos nimergs racionales que estén a una distancia de
0,01 y entre ellos se encuentre el niimero /5.

30. Encuentren dos ndmeros reales cuya distancia al -2 sea %
31. a.Dibujen en una recta numérica todos los valores que puede
tomar el nmero x que verifican que | 2x| =7.

b. ;Cudles son los valores de x que verificanque |2x—-1[=7

32. Encuentren, en cada caso, el o los valores de x gue provocan que '
se cumpla laigualdad: i

a. |x-3|=1 b. |2-x] =3

¢ |2x-1| =0 d. |4x+3]| =-1

33, Sefalen en una recta numérica, en cada caso, todos los posibles
lugares que podria ocupar €l nimero x sabiendo que verifica la
condicion planteada:

b. [2x]<1

d |x+4|<-3

a. [x2|<3

c |3x|>3

34. Ubiguen en una recta numerica los siguientes ndmeros: — Z; V5;

4;47.

35. Sise duplica el lado de un cuadrado, jes cierto que se duplica su
diagonal? Expliquen su respuesta.

36. Dado el cubo de 4 cm de lado, determinen el valor del segmento
marcado: ’

37. El siguiente segmento mide %de una cierta unidad:

Construyan un segmento que mida 1—70de la misma unidad.

38, Usando la calculadora, encuentren un nimero cuya raiz cuadrada
seencuentre entre 2,236y 2,237.

39. a. Encuentren dos nimeros racionales entre los cuales se encuentre
el valor de /13 y que verifiquen que la distancia entre ambos nimeros
sea0,2.

b. Encuentren dos niimeros racionales entre los cuales se encuentre el
valor de V13 y que verifiquen que la distancia entre ambos ndmeros
sea 0,001.



1. D=z lista de fracciones con denominador 7 que se presenta a

Saatinuacion, sefialen aquellas que se encuentran entre A y%z

2
;@ 3 A
; B 5 ©H

z
7

N

~N|oy

2.5ise consideran dos segmentos ay by se sabe que 3 veces el
S=gmento g esigual a 7 veces el segmento b. ;Cual o cudles delas
‘Seuientes afirmaciones son correctas?

%a:b n

Wil

Q
Il
Wi~y
[
o
1l
I
o

% entra una cantidad entera de vecesenayen b.
2% entra una cantidad entera de vecesenay en b.
3. ;Cudl o cudles de los siguientes pares de niimeros racicnales se

Encuentran a una distancia de 0,0002 y entre ellos se encuentra el
mamero 37

B 00 3
17319 . 17321 731 173
n 10000 Y 10000 l.'l 1000 ¥ 100

4. Senalen, en cada caso, el o los valores de x que verifican la

1,7319y1,7321

—
=t
N

(]
o

ondicion planteada:

ﬂ X=-3y x=-7 n
n x=11yx=-7 n

B.|2x+8|=14

x==3yx=11

n x=11yx=3 u
u x=-1Tyx=-3 n

x=-11yx=3

Ninguna de las anteriores.

Ninguna de las anteriores.

C. |-3x+1] <5
ﬂ x>2yx<—% u
n x>-2yx<% n

5. Senalen, en cada caso, la o las expresiones que representan a los

x<2yx>—%

Ninguna de las anteriores.

ntmeros indicados en la recta numérica:

< LLLLLLL LSy II g L Ll L LTI >
A, « T NITT T T TTATTTT TR 777737777 T »

el =2 =i i M ae

-3<x<3

n X<3 n
n k+3i>0 n k<3

B. < £222

& L

| L]
4 3243 0 1

Z 3 £
H |x-1]<3 n |x+2]>4
n x<4 n -2<x<4

6. Senalen el par de niimeros cuya distancia es un centésimo y entre
ellos se encuentra el resultado de V7 :

m 5%
B .2  d |

7.Dado un recténgulo delados ay by cuya diagonal sea d. Marguen

B oso6

27; 37

la o las afirmaciones que sean correctas:
n #=a’+b2
Sise duplican los lados del rectangulo, se duplica su diagonal.

Sise duplicael lado a y se triplica el lado b, s= quintuplicala
diagonal.

Sia=3y b=7 entonces la diagonal es un nimeroirracional.

Sia=3yb=5entonces |2 diagonal es un nlimero entero.

MATEMATICA 1 27 |



28

Problema 1
Un paciente entra en la sala de urgencias de un hospital para ser atendido por el aumento

de su presion arterial. Durante un cierto tiempo se lo conecta a una maquina que le con-
trola la presion continuamente y produce un gréfico.

En él aparece representada la variacion de la presion méxima del paciente, respecto de la
considerada normal (12 mm de mercurio), a partir del momento de su internacion.

2 2> L AVariacio SoneGama
a. ;Con qué presion maxima ingre- agign de presion maxina
so el paciente al hospital?

b. ;Qué representan en este grafi-

co los valores negativos que figu-

ran en el eje vertical?

c. ; Tuvo presion maxima normal en

algin momento durante su inter-

e U IR JRR R TR TR TR -

nacion?

d. De acuerdo a lo que se observa
en el grafico, ;durante cuanto tiem-
po estuvo este paciente en observa-
con?

v

Lo

I
n

FUNCIONES



Como en el grafico se representa la variacion de la presién maxima respecto de la nor-
==L, considerada de 12 mm de mercurio, el punto (0 ; 85 indica que a las 0 horas de estar
“mt=mado dicha variacion era de 8 mm de mercurio. Esto significa que la presion maxima de
=s1=2 persona era de 20 mm de mercurio en el momento de internacion.
Los valores negativos corresponden a valores de presién méxima que son menores que
12 mm.
La tabla siguiente muestra algunos puntos tomados de la gréfica y la informacién que se

ootiene a partir de ellos.

(18;0)

(24;-1)

(30;-2)

A las 0 horas de internacién la variacion de
presion fue de 8 mm de mercurio.

A las 12 horas de internacién la variacién de
presion fue de 2 mm de mercurio.

A las 18 horas de internacion la variacién de
presion fue de 0 mm de mercurio.

A las 24 horas de internacion la variacion de
presion fue de -1 mm de mercurio.

A las 30 horas de internacion la variacién de
presion fue de ~2 mm de mercurio.

12+8=20

12+2=14

12+0=12

12-1=11

12-2=10

MATEMATICA 1




En un gréfico cartesiano, el

eje horizontal se denomina
gje de abscisas o ejexy el eje vertical
se denomina eje de ordenadas o

ejey.

ble

W

s

unadeell corresponde un Unico

valorde la otra.

El dominio de una funcién

es el conjunto de todos los
valores de las abscisas que forman
parte de la relacion. Se simboliza
Dom(f).

El conjunto imagen de una funcién
es el conjunto de todos los valores
de las ordenadas que forman parte
de la relacion. Se simboliza Im(f).
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La misma informacion puede interpretarse de maneras diferentes. El par ordenado (24 ; -1)
esta representado en la gréfica por un punto e indica que cuando x vale 24, y vale -1. En
el contexto del problema, este par de ndmeros informa que a las 24 horas de internacion
la variacion de presion méaxima respecto de la normal fue de -1 mm de mercurio. Es decir:
este dato puede leerse graficamente, como par ordenado o en términos de la situacién que
se estd analizando.

En el gréafico se observa que la curva se encuentra por encima del eje horizontal cuando
la variacion de la presion maxima respecto de la normal es positiva, es decir, cuando la pre-
sion maxima de esta persona es superior a 12 mm de mercurio.

El paciente tuvo presion maxima normal en los momentos en los que la variacidn res-
pecto de ésta fue cero. Esta situacion corresponde a los puntos de la curva cuya segunda
coordenada es cero, es decir, a los puntos que se encuentran sobre el eje horizontal: a las
18, 36 y 48 horas luego de la internacion.

En el eje horizontal, o eje de abscisas, se presenta, en este caso, el tiempo transcurrido
desde el momento de internacion. Como la gréafica esté definida hasta la abscisa 48, se
interpreta que el paciente fue observado durante 48 horas.

desde el momento de su internacion. En esta situacion, para cada instante de tiempo corres-

ponde un valor de [z variacion de presion arterial méxima, ya que no es posible que una per-
sona viva carezca de presion arterial méxima o que tenga mas de un valor de presion arterial
maxima en un instante dado. Es decir, este valor, para cada instante, existe y es nico. Las
relaciones entre variables que verifican estas condiciones se llaman funciones.

Variacion de presion maxima

En este caso, la funcion esta defini- (ol de Fieichtio)

o

da para valores de abscisas que son

~

nmeros reales mayores o iguales

()]

que 0y menores o iguales que 48. EL

ul

conjunto formado por estos nime-
ros es el dominio de la funcién.

Im (f) = [-2; 8]

w

Los valores de las ordenadas de los

n

puntos que conforman la gréafica de

-

esta funcion son los niimeros reales “\Dom () =f0; 48F~_

mayores o0 iguales que -2 y meno-

o

12 1824 48 Tiempo

res o iguales que 8. El conjunto for- = ~—(horas)

|
-

TR g B

mado por estos nlmeros se llama

|
n

conjunto imagen de la funcion.

FUNCIONES




= «=rzcion de la presion arterial
m=r 2 es cero a las 18, 36 y 48

2= Z2 internacion. Esto se evi-
Z=-cz graficamente en los pun-
"= =0 los gue la gréfica interseca
& == ce abscisas. Estos valores
“z=7orman el conjunto de ceros
2= = funcion. Para los puntos con
“=nzdas positivas la grafica se
= -_=ntra por encima del eje de

------- z2s; las abscisas de estos

’0

gEmTos constltuyen el conjunto de
so=Tvidad de la funcion. De modo
Sm2r, para los puntos que tienen

=== por debajo del eje x, y las
=2=sas de estos puntos constitu-
== =l conjunto de negatividad de
&= funcion.

Froblema 2

4 Variacion de presion maxima
(mm de merclrio)
-
7-‘.
6..
5
o (% ={18; 36 ; 48}
44
34
2- \
1 \ (18 35 AR
0PI 24 30 36 4f 48 Tiempo
=1 Vi (horas)
[0;18) 18)
e il : !
C-=[O;18)U(36;48)

== = Observatorio Central de Buenos Aires se midi6 la temperatura en distintos momen-
25 del 30 de julio de 2005. La tabla siguiente muestra los datos registrados.

8 8°
10 1i1e
12 139
14 132
16 122
18 10°
20 8°
22 52
24 22

a. ;Cual fue la temperatura a las 4 hs? ;Y a las 17?
b. ;A qué hora la temperatura fue de 8°?

¢. ;En algin lapso del dia la temperatura se man-
tuvo estable?

d. ;En qué periodos la temperatura ascendié y
en cuales descendi6?

e. ;Cuél fue la temperatura maxima de ese dia?
¢A qué hora se registré?

MATEMATICA 1

Las raices o ceros de una
funcion son los valores
del dominio para los cuales la

Es dedir, las abscisas

OC ¥0S punioes ZZ":ESUQI’&MCBSQ

m

El conjunto de positividad de unz

funcion esel conjuntodeva ofes

positivas. !
delos puntosd

ordenadas son positivas.
simboliza C*.

El conjunto de negatividad d= unz
funcion es el conjunto de valores
del dominio cuyas imagenes son
negativas. Es decir, las abscisas

de los puntos de su grafica cuyas
ordenadas son negativas. Se
simboliza C".
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Enrelacién con las

variables, el dominio de
unafuncién es el conjunto de
todos los valores que puede tomar
la variable independiente y el
conjuntoimagen es el conjunto de
todos los valores que puede tomar
la variable dependiente.

Dada una funcién f:

-lanotacién f(a) = bindica
que al elemento a del dominio le
corresponde el elemento bde la
imagen, es decir, que laimagen de
aesb;
-lanotacion f-7(b) = aindica que
el elemento b del conjuntoimagen
es el correspondiente del elemen-
to adel dominio, es decir, que la
preimagendebesa.

A partir de la tabla, se sabe que la temperatura a las 4 hs fue de 5°. Sin embargo, la tabla
no informa la temperatura a las 17 hs. También se sabe que, tanto a las 8 hs como a las 20 hs,
la temperatura fue de 8°. Pero, como en la tabla no se registré la temperatura de manera con-
tinua, no es posible saber si hubo otros momentos del dia en los que la temperatura también
haya sido de 8°. Si bien las temperaturas registradas a las 12 hs y a las 14 hs son iguales, no
se informa si en ese intervalo la temperatura se mantuvo constante. Es decir, la informacion
dada no es suficiente para responder cuando la temperatura se mantuvo constante.

Las temperaturas registradas van en aumento hasta las 12 horas, llegando hasta los 13°,
también es de 13° a las 14 hsy, a partir de esa hora, los valores disminuyen.

En este caso, la temperatura esta expresada en funcién de algunas las horas del dia, por
eso, las horas constituyen la variable independiente y la temperatura, la variable dependiente.

El dominio de esta funcién es el conjunto{0;2;4;6;8;10;12; 14;16;18;20; 22 ; 24}
y laimagen es el conjunto{2;3;5;7;8;10;11;12; 13}.

ATemperatura

il i s S W

ALEEEERASERENE

Los datos de la tabla pueden tras- 10 R I O 5
ladarse a un grafico, que permi- gL L)
te visualizar més facilmente las s T
variaciones. La tabla y el grafico MERAEEENEE R
son dos maneras de representar NASENNEEEEENE .
una funcion. N 6 5 6 T

.
0 4 8.12.16 20 24
Tiempo (hs)

Para simplificar la notacion, en matematica se suele dar un nombre a la funcién, para
evitar referirse al problema cada vez que se quiere plantear y responder una pregunta. Por
ejemplo, si se llama t a la funcion que relaciona cada hora con la respectiva temperatura,
para indicar que la temperatura a las 4 horas fue de 5°C se escribe t(4) = 5; para indicar que
la temperatura fue de 12°C a las 16 horas, se escribe t-1(12) = 16.

Problema 3
Pablo quiere alquilar un auto para llevar a sus hijos, Lautaro y Ramiro, de paseo. Averigu
donde realizar el alquiler y encontrd dos agencias. En la Agencia A, la tarifa es de $ 0,50
por km recorrido, sin ningtin gasto extra. Las tarifas de la Agencia B se indican a través de
la siguiente gréfica, que se contintia con la misma regularidad; aunque no esté dibujada.
A Costo ($)
70
60
50

:Qué agencia le conviene elegir a 40

Pablo? =0 I
20 !

10

| Y
H | ¥
| ot e
0 50 100 150 200
Km recorridos

FUNCIONES



== =- informadas de manera diferente. En casos como éste resulta Gtil expresar 25 cos
=== ce |2 misma manera.

=n el grafico se identifican los puntos (0 ; 40), (100 ; 50) y (200 ; 60). Lz informacian
o.= s2 obtiene de las coordenadas de estos puntos puede volcarse en una tablz como =

saquiente.

A partir de la tabla, se concluye que la Agencia B cobra un costo fijo de $ 40, al cual se
=zr=gan $ 10 por cada 100 km recorridos. Por lo tanto, el costo por kildmetro recorrido es

no cobra costo fijo costo fijode $ 40

$0,50 por km recorrido $0,10 por km recorrido

A pesar de que las tarifas ya estan expresadas de la misma manera, aln es dificil hacer
unz comparacion entre ellas. Si bien en la Agencia B hay un costo fijo que no hay en la A, el
orecio por kilémetro usado en B es menor que en A. Este analisis no resulta suficiente para
=stablecer cual de las agencias es mas conveniente.

Otro recurso Gtil para hacer la comparacion es la representacion de ambas tarifas en un
—ismo grafico. Para representar las tarifas de la Agencia A, es conveniente hacer primero
_na tabla con algunos valores.

4 Costo (3)

604 | |

50 ,l,
20 10 40 4
40 20 30

' 13 20

60 30

10
80 40 -
100 50 2 20 40 60 80 100 120 Km recorridos

Se han representado algunos puntos de esta funcion, pero son suficientes como para
suponer que la grafica es una recta. Si se unen los puntos y se representan las dos graficas
en un mismo sistema de coordenadas, se obtiene el gréafico siguiente.

MATEMATICA 1
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A Costo ($) ¢
En el grafico se aprecia que, si con 70 Agencia A /
el auto alquilado se recorren menos 60 ! /’
de 100 km, los costos de la agencia 501 // Aencle &
B son mayores que los de la A. Sise 40 8- /a
recorren 100 km, se paga lo mis- 30+ Pt
mo en las dos agencias. Pero, si se 20+ /a/
recorren mas de 100 km, se paga 10+
menos en la Agencia B que en la A. 0 pm b 1% i >

Km recorridos

Entonces, la conclusion es que la decision sobre cual es la agencia méas conveniente
para alquilar el auto depende de la cantidad de kildmetros que Pablo quiera recorrer.

Problema 4

Lautaro y Ramiro acaban de adoptar un cachorro y quieren fabricar un canil rectangular
para que no se escape, en los momentos en los que no pueden cuidarlo. Disponen de 24
metros de alambrado y deben decidir las medidas de los lados del rectangulo. Ensaya-
ron con algunas medidas y observaron que el area encerrada variaba.

:De qué medidas les conviene armar el canil, si quieren que el perro tenga el mayor
espacio posible para moverse dentro de é[?

Los calculos siguientes permiten analizar, para algunos valores, como varia el area del
rectangulo encerrado en relacion con las medidas elegidas para los lados, aun cuando en
todos los casos se usan los 24 m de alambrado.

Por ejemplo, si la base se elige de 1 metro, la altura medira 11 metros, porque

14+ 1+11+11=24,yelérearesultard de 11 m2, porque 1-11=11.

A partir de la siguiente tabla se podra analizar en mayor profundidad la situacion:

Base (m) Altura (m) Area(m2) Base (m) Altura (m) Area (m2)
1 1 1 7 5 35
7 10 20 8 B 32
3 9 27 9 3 27
4 8 32 10 2 20
5 7 35 1 1 1
6 6 36 x 12-x x(12-x)

Se observa, que el area varia cuando cambian las medidas de los lados, y ademas, esta
variacion tiene una forma “simétrica”.

FUNCIONES



I-: cuzdrado 6 m de lado.

. observar los valores tabulados, se infiere que el drea maxima que puede encerrarse en
"=z rectangular con los 24 m de alambrado es de 36 m2 y se obtiene cuando lz figura es

“=gar a un valor maximo de 36 m2
== corresponde a la base de 6 m.
& partir de este valor, si se sigue
=umentando la medida de la base,

1
i
—:
1

=l punto (6 ; 36).

szlor t=0 corresponde a las 12 horas del 6 de julio.

== siguiente grafica representa la diferencia entre 3 temperaturayla
s2cion térmica en una ciudad del sur del pais en funcién del tiempo.

54 /4 | falcanzasu S | :_ —
A méximo en x = 6 1 \
= 2rea decrece. / N o
0 i T 1 é T | -
2 4 6 10 12
Base (m)

Entonces, la funcion que da el &rea del canil en funcion de la medida de su base es cre-
e en elintervalo (0 ; 6), decreciente en el intervalo (6 ;12) y alcanza su maximo valor

oy

intervalo de su dominio, si a medid
que aumentan los valores de x los
\ valores de f{x) disminuyen.

Ar Area (m2) ‘
S o700 N O '
== =l grafico se representan los ‘ [ 11

B———— | ¢ @ o
w=tores calculados en la tabla. % | e | [

N [

il .

20— 8—— *

15—%J i

10+—@ 1 @

sl | |

o z - - ——>

2 4 5 z 1
Bz== (=)
37 se siguen tomando valores intermedios, se obtiene una curva. nie, sia med
vaiores de xtam

. T Area (m2) valoresde fix).
| e Punto Maxi sx 2 .
=7 3 gréfica se observa que, a 407 s magms | SECi 1 Una funcion fes decreciente =n un
m=dida que se aumenta la medi- ST | oo e g
== de la base, el area crece, hasta  3° |74 ! ‘

P17 N I (N N [

T } \
1

a. ;Como pueden interpretarse los ceros de esta funcién en términos del

problema?

b. ;En qué momentos la sensacion térmica fue mayor que Iz

temperatura?

¢. Hallen el conjunto de negatividad de la funcion. iComo lo pueden

interpretar en términos del problema?

d. Hallen los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién e

interprétenlos en términos del problema.

e. ;Qué otros datos pueden extraerde Iz grafica?

MATEMATICA 1
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Una funcién puede repre-
sentarse mediante unatabla,
un grafico, una férmula o de manera

coloquial.

36

Funciones expresadas a través de formulas

Problema 5
En una fabrica de baldosas ofrecen un disefio en blanco y negro, que se arma para dis-
tintos tamafios como se muestra en la figura siguiente.

El disefio puede tener 1, 2, 3, 4, 5,... baldosas negras rodeadas de baldosas blancas.
a. ;Cuantas baldosas blancas se usan para 15 baldosas negras?

b. Si hay 28 baldosas blancas, ;cuantas negras hay?

¢. ;Cuantas baldosas blancas hay, si las negras son 1152

d. Si hay 288 baldosas blancas, ;cuéntas negras hay?

e. ;Es posible que un disefio realizado de este modo tenga 87 baldosas blancas?
:Por qué?

Un modo de responder a las dos primeras preguntas es hacer un dibujo y contar las bal-
dosas que corresponden. Si bien es un procedimiento correcto, puede resultar largo y engo-
rros0 si los ndmeros involucrados son grandes. Por eso, es conveniente buscar otra manera
de resolver el problema, que no sea mediante el conteo directo.

En las figuras se observa que en todos los casos hay 6 baldosas blancas 2 los costados: 3
de cada lado. Ademas, arriba y debajo de las baldosas negras hay la misma cantidad de bal-
dosas blancas que negras, es decir, el doble de la cantidad de baldosas negras. Por lo tanto:

Cantidad de baldosas blancas = (Cantidad de baldosas negras) - 2 + 6

Para simplificar la escritura, si se designa con n a la cantidad de baldosas negras y con
b(n) a la cantidad de baldosas blancas que tiene el mismo disefio, queda expresada una for-
mula: b(n) =2-n+6

La formula muestra la relacion que hay entre las cantidades de baldosas de cada color en
cada uno de los disefios, y es atil porque sirve para todos los casos.

Entonces, por ejemplo, si el disefio tiene 15 baldosas negras, la cantidad de baldosas
blancas puede calcularse usando la férmula, asi:

b(15) =2 - 15+ 6 =36 baldosas blancas
Si se repite este analisis para otros ejemplos, es posible armar una tabla como la siguiente:

2 10
3 12
4 14
15 36

| FUNCIONES



Si para calcular la cantidad de baldosas blancas hay que multiplicar a la cantidad de
22ldosas negras por 2 y luego sumar 6 al resultado, entonces, para calcular la cantidad de

=6y luego dividir el resultado por 2. o b(n) -6
Una vez que se dispone de una férmula, es posible aplicaria en cualguier c2<
=idad de hacer dibujos y contar.
Para contestar las preguntas restantes del problema puede realizarse:

28 (28-6):2 1
236 2-115+6 115
288 (288-6):2 141

Ademas de ser (til para diferentes calculos, en muchos casos el analisis de una férmula
sermite obtener informacién general sobre las caracteristicas de los niimeros involucrados
=n la situacion.

Por ejemplo, la formula que permite calcular la cantidad de baldosas blancas en funcién
2= la cantidad de baldosas negras (b(n) =2n+6), permite hacer el siguiente analisis. Como
" &5 un ndmero natural, ya que representa la cantidad de baldosas negras, al multiplicarlo
=0r 2 se obtiene un ndmero par, y al sumarle 6 a este resultado, se obtiene otro nimero par.
“or lo tanto, la cantidad de baldosas blancas en todos estos disefios es un namero par. Este
=nzlisis permite responder a la Gltima pregunta: no es posible que un embaldosado hecho
-on este disefio tenga 87 baldosas blancas, porque 87 es un ndmero impar.

o1
3
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Es posible considerar dos funciones asociadas, respectivamente, a las dos formulas que se
“2n construido al resolver la situacién anterior. Una, cuya férmula sirve para calcular la canti-
Zzd de baldosas blancas en funcién de las negrasy la otra, que hace el camino inverso, y per-
=ite calcular la cantidad de baldosas negras en funcién de la cantidad de baldosas blancas.

La formula de la primera funcién es b(n) =2n+6. Su dominio es el conjunto de nimeros
“zturales y su imagen es el conjunto: {8: 10; 12; 14; ...}.

La férmula de la sequnda funcién es n(b) = b 5 6 Al analizar esta formula, se concluye
Zue b tiene que ser un nimero par, para que al restarle 6 dé por resultado otro nimero par,
== modo que al dividir este nimero por 2, se obtenga un nimero natural, ya que la cantidad
2= baldosas tiene que ser un ndmero natural. Pero, ademas, b no puede ser cualquier ndimero
zar. Por ejemplo, si en la formula de n(b) se reemplaza b por 2, se obtiene un resultado nega-
©vo para n, lo cual no tiene sentido en esta situacién. Entonces, b tiene que ser un nimero
=2ry mayor que 6. Por eso, el dominio de esta funcion es el conjunto: {8; 10; 12; 14, ...}.

Sien la formula de n(b) se reemplaza b por cada uno de los elementos del dominio, se
2btienen como resultados los ndmeros 1; 2; 3; 4; ..., es decir, todos los naturales.

Entonces, las dos funciones definidas se relacionan entre si de modo tal que el dominio
Ze la funcién n(b) es el conjunto imagen de la funcién b(n), y el conjunto imagen de la
funcion n(b) es el dominio de la funcién b(n). Ademas, las férmulas de las dos funciones
son equivalentes, ya que lo que cambia al pasar de una a la otra es la variable despejada.
Jos funciones que se relacionan de este modo son inversas entre si. En este caso, la funcién
7(b) es la funcion inversa de b(n), y la funcion b(n) es la funcién inversa de n(b).

MATEMATICA 1 ’
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2. Una empresa fabrica ropa. Observen el gréfico siguiente, que muestra
el precio de confeccién de una camisa desde que la empresa comenzo su
actividad, y respondan a las preguntas.

A precio ($)
L1 _/\\ [ I
WITIATY, R T
A\~
Ly AN \ ]
1] \ JATTTTN 1
EE I\ 7/ \
1 ‘\\‘ // i J 11 \\ // a8
10 1 j‘/ TV B
I
0 5 10 15 20 Tempo
(meses)
a. ;Cudl fue el precio de confeccion de una camisa a kos 12 meses?

b. ;En qué momentoe el precio fue de $152

¢. ;En qué periodos el precio de confeccion fue en aumento?

d. ;Cual fue el precio mas alto que alcanz6 la de confeccion de una
camisa? ;Cuando loalcanzo? ;Y el precio mas bajo?

e. jEntre qué valores se mantuvo el precio de confeccion?

3. Ramiro juega al tenis y va al club varias veces por semana a entrenar.
Ayer, Ramiro pasé a buscar a suamigo Manuel antes deir al club. Fueron
juntos a entrenar, luego volvieron a casa de Manuel, donde tomaron I
merienda, y después, Ramiro volvid a su casa. La casa de Ramiro, lade
Manuely el club se encuentran sobre la misma calle.

En el grafico siguiente se representa la distancia a la que Ramiro se
encontraba de su casa, en cada momento del dia de ayer, desde que salio
hasta que regresé. Observen el gréfico y respondan a las preguntas.

y“ | 1 } | |51

E :

=6

£ :

b

T T

= 1}

24

<

2 1

o3 1

] T

~ \

..‘92

é Vi

81

=

o /. -
0 X

10 11 12 13 14
(hs)

a. ;Cuéndo estuvo Ramiro a4 km. de su casa?
b. ;A qué distancia de su casa se encontraba Ramiroalas 11 hs,alas
10:30hsyalas 11:50 hs?

38 FUNCIONES

¢. ;A qué hora salié de su casa? ;A qué hora volvi6 a su casa?

d. ;A qué distancia de la casa de Ramiro esté la casa de Manuel? ;A qué
distancia de la casa de Manuel esta el club?

e. ;Durante cuanto tiempo estuvo Ramiro en la casa de Manuel después
del entrenamiento?

f.Hagan un grafico que represente la distancia a la que esta Ramiro de la
casa de Manuel, en funcion del tiempo, durante el dia de ayer.

4. Se construye con fésforos una sucesion de figuras, manteniendo
siempre Iz misma estructura, como las siguientes.

Al N 7 N N

1 2 3
a. ;Cuantos fosforos se necesitan para construir la figura que ocupael
decime lugar? ;Y para la figura que ocupa el lugar 100?
b. Encuentren una formula que sirva para calcular |a cantidad de fésforos
que tiene la figura que ocupa el lugarn.
<. jHayalguna figura que tenga 2542 fésforos? ;Y 34517 ;Por qué?

5. Lautaro construyd otras figuras con fosforos y encontré que la formula
para calcular la cantidad de fosforos del lugar nes 4n + 2.

a. ;Cuantos fosforos se usaron en la posicion 207

b. ;Existe alguna posici6n en la que se usaron 210 fosforos? ;Y en la

que se usaron 2127

¢. ;Cuéles son el dominioy laimagen de la funcion asociada a esta
formula, en esta situacion?

d. Hallen su funcion inversa. ;Qué representa en relacion con este

problema?

6. Un estacionamiento cobra $1,90 por hora o fraccion y hay una
tolerancia de 5 minutos.

a. ;Cuanto se paga por estacionar un auto durante 2 horas y 15 minutos?
;Y sisedeja4 horasy 4 minutos?

b. Si el auto se deja 8 horas 0 mas, se paga una estadia diariade $ 8.
Grafiquen la funcién que da el precio del estacionamiento en funcion del

tiempo. Indiquen el dominioy laimagen de esta funcion.

7.Se consideran funciones definidas de N b (los niimeros naturales con
el 0) en R. En cada caso, se dispone de las imagenes de los primeros 5
elementosde N o Hallen la férmula de cada funcion.

a.1;2;3;4;5 e.3;5;7;9; 11

S ALK R
b.0;1;2;3;4 f'1’2’4’8’16
c.0;2;4;6;8;10 g.1:=1;1:=1 ;1
d.1;3;5;7;9
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Marquen las opciones que consideren correctas en cada caso.

1. Paralafuncion f: NN/ f(x) =3x+ 2

Laimagen son todos los ndimeros naturales.
Lapreimagende 11es3.

f(15)=47

Los niimeros que estan en el conjunto imagen son todos
impares, porque 3x es impary al sumarle un niumero par se
obtiene un ndmero impar.

2.Unauto sedesplaza por unaruta rectilinea a una velocidad constante de
50 km/h. Se considera la funcion d(t), que refaciona la distancia recorrida por
= auto con el tiempo transcurrido desde que comenzo su marcha.

El punto (3 ; 240) pertenece a la grafica de la funcion.

La formula de funcion inversa ded es:d-1(x) = -g~
Si se sabe que el auto recorrio 320 km en 4 horas, se puede
afirmar que d(4) =320y que d-1(320)=4.

Noexiste la preimageh de 60.

3. Dada la gréfica dela funcion f:

VA
\
2 "«
N | ot oy,
0 A | 4 ) 8 Ao x
\ i %/
\ ( /
2 h A
N N
: \ !
, | N |
;
0={2;10}

Lafuncion fno tiene un valor méximo.
El minimo de esta funcion es el punto (6 ; 4).

fesdecreciente en el intervalo [0; 6) y creciente
enel intervalo[6;10).

4.5if: =1y se sabe que Im(f) = {mdiltiplos de 8}. Entonces, la formula

defpuedeser

fi)=4x+4 n flx)=4x+8
fix) =8x B =1

5. Se considera k2 fmaitn asya formula es glx) = ;gt ; .Entonces:
c=m0 B c-us3

3y-3nopertenccen n g7 0)=-1
al dominiodeg.

Celeste  Pedro lleana Gustavo Viviana

Cada una de las personas representa un punto en el siguiente grafico.

Edad 4

—@

L ]

|

o

| | >
‘ T o>

El punto X representa a la persona de mas edad, Pedro.

El punto Arepresentaa lleana, porque esla mas chica del grupo.
Los puntos Xy XX representan a Ias"personas mas altas, Xa
Betty y XX aGustavo.

No todas las personas de este grupo tienen edades ni
alturas diferentes.
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Problema 1
Un turista que esta de paseo por la Argentina quiere comprar un pantalon que vio en
una vidriera a $ 55. Le consulté a un vendedor, quien le informé que podia pagarlo en

su moneda a $C 22.

a. Si quiere comprar un traje que cuesta $ 110, ;cuanto lo pagara en $C? ;Y si compra
una campera que cuesta $ 165? .

b. ;Es razonable suponer que para un traje que cuesta en $ el doble que el pantalon, su
precio en $C serd también el doble? ;Y si una campera cuesta en $ el triple que el pan-
talon, su precio en $C sera el triple?

c. ;Cuanto cuesta, en $C, una prenda que cuesta $ 752 ;Cual es el precio en $ de una
prenda que cuesta $C 49?2

d. ;Cudl es la formula que sirve para transformar los precios dados en una moneda en
precios dados en la otra? ;Qué informacion se necesita para escribirla?

Para resolver este problema se puede recurrir a diferentes procedimientos. Una posibi-
lidad es pensar que si el traje sale $ 110, entonces cuesta el doble que el pantalén. Es decir
2 pantalones cuestan lo mismo que un traje. Como cada pantalon cuesta $C 22, entonces
el traje cuesta $C 44. Del mismo modo se puede pensar que si una campera cuesta $ 165,
entonces cuesta el triple que el pantaldn con lo cual en $C costara como tres pantalones, es
decir $C 66.

FUNCIONES LINEALES



Zs razonable concluir entonces que si una prenda cuesta en $ el doble que el pantalén,
orecio en $C serd también el doble, lo mismo ocurre si cuesta el triple.

Con un razonamiento similar es posible armar una tabla como la siguiente:

55 110 550 165

2 44 S22 66

A partir de esta tabla se observa que, en todos estos casos, el cociente entre los valores
.= forman cada par se mantiene constante:

precoenSC— 2o 44 _220_ o,
precioens — 55110 550 "

Con esta informacion, si se conoce que una prenda cuesta $ 75, se tiene que:

Qo0 eniC _ precioen bt ., = precioen $C=0,4. 75 =30
precioen § $75

Es decir que si una prenda cuesta $ 75, el turista la pagara $C 30.
Si el turista pagé $C 49, entonces:

Luego, la prenda costaba $ 122,50.
Si se conoce el precio en $ de un articulo, es posible calcular su precio en $C, del modo

Precioen $C=0,4 - Precioen §
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proporcionalidad directa
cuando suformula es del tipo:
fily=m-x con meR; m=0

u Sifix)=m xesuna funcion

de proporcionalidad directa

=m-0=0
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cir,en toda funcion de
proporcionalidad directa, laimagen
deOesO.

n Enlasfunciones de
proporcionalidad directa,

flx) =mx, el nUmero m se
denomina pendiente o
constante de proporcionalidad,
e indica que la variable
dependiente varia m unidades
cuando laindependiente varia una
unidad.
Las graficas de las funciones de
proporcionalidad directa son
entonces rectas que contienen
todos los puntos alineados con
(0;0) ycon(1;m).
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Funciones de proporcionalidad directa

En el problema anterior qued definida una férmula que transforma cualquier precio en
$(x), en su correspondiente en $C(f(x) ):
flx)=0,4x
Dicha formula es la expresién de una funcidn de proporcionalidad directa.

Graficas de funciones de proporcionalidad directa

Para representar la funcion f(x) = 0,4 x, se usa el eje horizontal para la variable inde-
pendiente, que corresponde a los precios en $, v el eje vertical para los precios en $C. En
este caso, solo se consideran los valores no negativos de la variable independiente, que
son los que tienen significado en la situacion planteada. Segdn los datos que se utilicen, la
grafica puede construirse con distintos procedimientos.

csa
8 Como $ 0 equivalen a $CO, es decir f{0) =0 el pun- 1,5] = e =
to (0 ;0) forma parte de la grafica de esta funcion. H————F—F 17
H Como $ 1 equivale a $C 0,4, o sea f(1) = 0,4, el O,ET—(—l—_bf4T i
punto (1 ; 0,4) también pertenece a esta grafica. 0 ; L . ;
B Por cada § de incremento, el precio en $C se
Cs4

incrementa en 0,4 unidades. De esta manera
pueden ubicarse otros puntos en el grafico. Al
construir la grafica con este proceso, que se pue-
de utilizar porque el incremento es constante,

los puntos quedan alineados, es decir, quedaran
todos contenidos en una misma recta.
Esta constante se denomina pendiente.

Otro modo de construir la grafica es el siguiente. Teniendo en cuenta que la gréfica es
una recta, basta con conocer dos puntos para trazarla. Pero, en toda funcién de proporcio-
nalidad directa, hay un punto que ya se conoce: el (0 ; 0). Por lo tanto, se necesita determi-
nar solo un punto mas para poder construir la grafica.

Por ejemplo, para la funcién
f(x) = 0,4 x, se obtiene S O S P O N | S e
£(0) =0y f(55) = 22. Entonces, los —30
puntos (0; 0) y (55 ; 22) pertene-

e e e T e e e 1(55-+22)
cen a la recta. Estos dos puntos UIE R ] e ] A
son suficientes para trazarla. En P L0 Py B e e ———
este caso, se traza la grafica com- Oty = [ [ {1111 T 3
pleta pues no hay restricciones 0] T40 20 | 30 | 40 50 60 x

sobre los valores de las variables.

FUNCIONES LINEALES



Propiedades de las funciones de proporcionalidad directa

El hecho de que los puntos estén alineados v gue el par ordenado (0 ; 0) perienezca al

zr2fico permite identificar que al doble de una variable le corresponce =l dobls d= 12 otrz;

=L triple, el triple, asi como a la mitad le corresponde la mitad, z |z tercerz parie, = tarcerz

carie, etcétera.

Si el precio en $ se multiplica por cualquier nimero, el precio en SC también guadz mul-

“plicado por el mismo nimero.

En toda funcién de

proporcionalidad directa,
fix)=m-x, si semultiplicala
vaniable independiente porun

numETD g, |2 otrz variable resulta
también mudtiplicada por a.
Enefecto-

fla-x)=m-{a-xi=a-(m-xd=a-f{x)

También se verifica que la suma de dos valores de la variable x se relaciona con la suma

== las cantidades correspondientes de la variable y, como se muestra en la tabla siguiente.

Esto se produce por que si la expresion que permite convertir de $ en $Ces f(x) =0,4 x, y
s2 guiere obtener el precio en $C de $(55 + 110) es necesario multiplicar por 0,4. Si se aplica

= propiedad distributiva se obtiene:

Precioen $C= 0,4 - (55 +110) =

En toda funcion de

proporcionalidad directz,
f{x)=m-x, para cualguier
pardevaloresay bdelza
variable independiente y sus
correspondientes f(a) y f{b) de la
variable dependiente, se cumple
que:
fla+b)=m.(a+b)=m-a+m-b=
=f(a)+f(b)

0,4-55+0,4-110 =22 + 44=66

1. Grafiquen las siguientes funciones:

a.flx)=4x

B.g(x)= %x

2. ;Es cierto que si f(x) es una funcion de proporcionalidad directa, se
verificaque f(2-x) =2-f(x)? ;Por qué?

3. Encuentren cuatro puntos que pertenezcan al gréficode fix) =5 x.
Expliquen como los encontraron.

4. jEscierto que los puntos (3;-2) y (6 ;-4) pertenecen a una misma
funcion de proporcionalidad directa? ;Por qué?

5. Una maquina produce un cierto tipo de imanes. Se sabe que para pro-
ducir 153 unidades demora 3 horas y que la cantidad producida es direc-
=mente proporcional al tiempo de funcionamiento.

a. ;Cudnto tiempo tarda en producir 600 imanes?

b. ;Cuantos imanes puede producir esta maquina en 100 dias, si se la
opera en forma continua, sin apagarla en ningtin momento?

¢. Hallen una férmula que permita calcular la cantidad de imanes que se
fabrican en funcién del tiempo (en horas).

6. Realicen el gréfico de las siguientes funciones de proporcionalidad
directa.

a.fix)= %x c.hix)=-3x

7. Una vendedora trabaja realizando promociones para una marca y

b.g(x)= —% X

cobra Unicamente una comisién por sus ventas. Por cada peso que vende,
$0,10 quedan paraella.

a. Representen gréficamente la situacion.

b. Calculen la comisién que obtuvo Ia vendedora por una venta de $ 750.
8. Indiquen cual o cudles de los siguientes pares ordenados pertenecen a
lagréficade fix)=4 x.

a.(0;1) b.(2;8)
¢{3:7) d.(5;20)
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Sellaman funciones

lineales a las funciones del
tipo: fR-R/flx)=m-x+b
conmeR ybekR.
Sib=01Iafuncién lineal es ademas
una funcion de proporcionalidad
directa.

A

Problema 2
Una pileta de natacién que tiene una capacidad de 20 000 litros se llena con una bomba

que opera a un ritmo de 600 litros por minuto. La bomba se enciende cuando la pileta
tiene 2000 litros de agua.

a. ;Cuantos litros de agua habra en la pileta a los 3 minutos de encender la bomba? ;Y a
los 7 minutos?

b. ;Es cierto que a los 10 minutos habra 6000 litros de agua en la pileta?

c. ;Cual es la formula que permite calcular la cantidad de Litros de agua que habra en la
pileta x minutos después de haberse encendido la bomba?

d. ;Cuanto tiempo tardara en llenarse la pileta?

Como por cada minuto ingresan a la pileta 600 litros:

En 3 minutos ingresaran —> 600 - 3 =1800 litros
Mas los 2000 que ya tenia, son - 1800 + 2000 = 3800 litros

7 600 -7 2000 600 - 7 + 2000 = 6200
10 600 - 10 2000 600 - 10 + 2000 = 8000
X 600 - x 2000 600 - x + 2000

Al observar la tabla se puede determinar que a los 7 minutos habré 6200 litros y a los 10
minutos habré 8000 litros.

El volumen de agua que se agrega a la pileta puede calcularse con la formula 600 - x, donde
X representa el tiempo transcurrido, en minutos, desde que se encendio la bomba. Por eso, las
variables tiempo y cantidad de agua que ingresa a la pileta son directamente proporcionales.
Pero para considerar los 2000 litros que ya habia en la pileta, el volumen total de agua debe
calcularse con la formula 600 - x + 2000, que no corresponde a una relacion de proporcionali-
dad directa entre las variables, porque cuando el tiempo es 0 minutos, el volumen de agua no
es 0 litros, sino 2000 litros.

Quedan definidas asi dos formulas:

B una, de proporcionalidad directa, que permite calcular los litros de agua que se agregan
a la pileta en cada momento y es g(x) = 600 - x, donde x es el tiempo en minutos vy g(x) esel
volumen de agua que se agrega, en litros;

B a otra, que permite calcular el volumen total de agua que hay en la pileta en cada minu-
toy es f(x) = 600 - x + 2000, donde x es el tiempo en minutos y f(x) es el volumen total de
agua. Esta es la expresion de una funcion lineal.

FUNCIONES LINEALES



=72 s2ber cuanto tiempo tarda en llenarse la pileta, es decir, =L &

{

== 7(x) vale 20 000.
smtonces:

= zLvolumen de agua llegue a 20 000 litros, hay que encontra

f(x)=20000 = 600 x+ 2000 =20 000

= r=solver la ecuacion planteada queda:

600 x + 2000 = 20 000
600 x =20 000 - 2000
600 x =18 000
x=18000: 600

x=30

=7tonces, 30 minutos es el tiempo que tardara en llenarse la pileta.

“=r2 graficar la funcion f(x) = 600 - x + 2000, se puede usar el eje horizontal para representar

= Tempo y el eje vertical para el volumen de agua. Como al iniciarse el proceso ya hay 2000

~rosen la pileta, el punto (0 ; 2000) pertenece a la grafica de esta funcién.

_nz manera de obtener otros puntos es tener en cuenta que por cada minuto se incorporan

=20 litros a los que ya hay. Esto es usar la relacién de proporcionalidad directa que hay entre

= volumen de agua que se agrega y el tiempo.

= : A(l) &
tntonces, a partir del punto corres- ’ ’ ,
pondiente a los 2000 litros iniciales, 20 00 \' 3 ‘
cada vez que se aumenta en una i ' j
unidad la abscisa y en 600 unidades 500 | i /
iz ordenada, se obtiene otro punto 1 - ‘
de la grafica. Los puntos obtenidos p— ; /
resultan alineados. | f |
Como en este caso los valores de x / j ‘
sstan restringidos al intervalo [0; 30], 596 1‘ : 1
el conjunto de puntos que representa 200( } 1
z la situacion es un segmento. 0 10 20 30t (;n;.)
1000
S e
MATEMATICA 1

La grafica de una funcion

lineal es una recta. Cuando
tiene alguna restriccion en alguna
de las variables, puede resultar una
semirrecta, un segmento o puntos
alineados.

Toda funcién line

o

puede

interpretarse como la suma

de una funcion de proporcionalidad
te.

directa y una constan

constante

p'foporciona/idad
directa
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n En las funciones lineales,
filx) =mx+b, elnimerom

se denomina pendiente, e indica
que por cada unidad que aumenta
la variable independiente, la
dependiente varia m unidades.

La interseccion entre dos
conjuntos contiene a los ele-
mentos comunes a ambos.
La gréfica de la funcion lineal y el eje
de las y tienen en comun un punto.
Por eso, se dice que la recta interseca
al eje de ordenadas en ese punto.

La ordenada del puntoenel
que unarectainterseca al eje
de ordenadas se llama ordenada al
origen.
La ordenada al origen es el valor de
f(x) cuando x es 0, es decir, f(0), por
lotanto f(0)=m-0+b=0+b=0b.
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La formula de cada funcion lineal contiene dos valores destacados, que son constantes

para cada funcion: la pendiente y la ordenada al origen.

En los problemas siguientes se analizan algunos de los significados que pueden adquirir
la ordenada al origen y la pendiente en relacién con la situacion que representa la funcién

considerada.

Problema 3

Carlos guardd en una caja $ 300 que junté por diferentes trabajos realizados. Se propu-
s0 no tocar ese dinero e ir agregando, mes por mes, una cantidad fija, siempre igual. Al
cabo de 5 meses tiene $ 650. ;Cuanto dinero guardé por mes? ;Cuénto tiempo tardara
en llegar a reunir $ 9307

Como en 5 meses reunid $ 650, significa que en esos meses guardo:
$ 650 - $300=9$ 350

Si esta cantidad se divide por 5, se obtiene la cantidad de dinero guardada en cada mes,
es decir, $ 70. Este ndmero es constante y se denomina pendiente de la funcion lineal.

Si se designa con x al tiempo (en meses), el dinero guardado (en pesos) sera 70 - x. Esta
expresion muestra que las dos variables son directamente proporcionales. Para calcular el
total de dinero que juntd, hay que sumar los $ 300 iniciales.

Entonces, la formula de la funcion lineal que permite calcular el total de dinero reunido
(en $) en el tiempo correspondiente (en meses), es: f(x) =70 x +300.

Para averiguar cuanto demorara en juntar $ 930, es posible resolver la ecuacion:

930=70x+ 300

930-300=70x
630:70=x
9 =X

Es decir, juntara el dinero en 9 meses.

Para representar graficamente la
funcion asociada a esta situacion, es

v(s)4
900

atil usar que alinicio habian $ 300y
que, por cada mes que transcurre, se
guardan $ 70. De manera similara la
realizada en el problema anterior, se
traza la recta.

370+

La recta interseca al eje de orde-
; 3o 171:370)

nadas en y = 300, porque el punto
(0 ; 300) pertenece al grafico, por

ser el dinero inicialmente guardado.

0 i

1 x (meses)

El valor de y de este punto se deno-
mina ordenada al origen.

FUNCIONES LINEALES



La pendiente y su signo: crecimiento y decrecimiento

Problema 4

Una pileta se vacia con una bomba que exirae agua a r2z6n da 500 Ltros por minuto.
Al encender la bomba, en la pileta habia 25 000 litros de 2gua. ;Cusl =5 =l gra5ico que

representa a esta situacién?

Como en cada minuto la bomba extrae la misma cantidad de agua, lz funcion z2socizcz =

=sta situacion es lineal. La ordenada al origen es 25 000, que es el valor inicial.

Ademaés, por cada minuto que transcurra, en la pileta habra 500 litros de agua menes.

Entonces, en el grafico se reflejara que, por cada unidad que aumenta la abscisa, la ordena-

da disminuye en 500 unidades. Por eso, la pendiente de la recta resulta negativa.

Las funcones Inezles cuyas

graficas son rectas con

pendientes positivas son funcionss
crecientes y aguéllas cuyas graficas
Son rectas con pendientes negatves
son funciones decrecientes.

VA
La formula de la funcion es:
f(x) =-500 - x+ 25 000 . 000_(1 ; 24 500)
La pendiente es negativa; por eso,
la funcién lineal es decreciente. Si se
mira la grafica de izquierda a dere-
cha, se aprecia que la recta “baja”.
0 10

»
T L4
X
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3. Una familia se va de viaje en auto. Al momento de la partida el tanque
de nafta tiene 45 litros y una hora después quedan atin 30 litros en él.
Supongan que el descenso del nivel de nafta en el tanque eslineal, y
obtengan la formula de dicha funcion.

10. Decidan cuéles de las siguientes situaciones podrian ser
representadas mediante funciones lineales crecientes y cuales mediante
funciones lineales decrecientes.

a. La cantidad de kildmetros que recorre una persona en funcion del
fiempo que transcurre, si camina a velocidad constante.

b. La cantidad de dinero en una caja de ahorro en funcién del tiempo, si
todos los meses se deposita lo mismo.

. Ladistancia a Mar del Plata de un auto que va a velocidad constante y
sale de Buenos Aires hacia dicha ciudad, en funcién del tiempo.

11. Un auto parte de Mar del Plata rumbo a Buenos Aires por la ruta 2

a velocidad constante. En el mismo momento, otro auto sale rumboa
Mar del Plata por la misma rutay también a velocidad constante. Las
formulas que permiten calcular la distancia de cada auto a Buenos Aires
através del tiempo son: g (x)=80x+ 100 y fix) =—80 x + 400.

a. ;Qué férmula corresponde a cada auto? Expliquen cdmo se dieron

cuenta.

=
b. ;A qué distancia de Buenos Aires se encontraba cada autoalas 2 hs “

de viaje?
<. ;A qué distancia de Buenos Aires parte el segundo auto?
12. Decidan cual es el gréfico que corresponde a cada funcion lineal y

expliquen como se dieron cuenta.

a. fx)=2x-4 b.gX)=-2x+4 ch(x)=3x-4 d.tl)=-3x+4
i. t ii. i

4 v 44

3+ A/" 34

2 / 2

14 / 14

-4/ -2-
/

23/ 34

/
-4 -
.‘yA YA

\

\
= 49 . 44
1 \ . \
3\ 3

3 2 40|l 1 A 3=

-14 =14
24 -2+
34 \ 34
-4+ =4~
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Representacién grafica de funciones lineales a partir de la pendiente
y la ordenada al origen

Problema 5
Construir la grafica de la funcion f(x) =%x -1
VA |
34 |
| \ ‘
2 i [ T N
B Como b = -1, la recta interseca —1 : —t—
al eje de ordenadas en el punto | [ () R T o=
e 1 10 1 2 3 4 5 x
(0;-1). =T
s ‘
=3 |

Entonces al aumentar la abscisa en una unidad y la ordenada en % de unidad, se obtiene
otro punto de |2 recta. Para buscar valores enteros que resulten mas comodos de ubicar en
el grafico, es conveniente armar una tabla de incrementos como la siguiente.

|
/'—XT \\_ x3 NP

1 2 3
2 4 >
3 3
Mo et X3
La pendiente de unarecta se ya
. : | |
puede interpretar asi: ' 5 E | L
La relacién obtenida en la dltima \ _ | | \ )/
. .z P4 |
m= 4 —yanacion de las ordenadas columna indica que por cada 3 unida- \ || T |
b variacion de las abscisas . 1 A7 I
des que aumenta la abscisa, la orde- | | 2 unidades
. T T T »
Las variaciones se refieren alas nada aumenta 2 unidades. Usando 40 2 3|4 5 X
i . s =1 1 i Y
coordenadas de dos puntos esta relacion se ubica facilmente -~ WS—" ||
cualesquiera que pertenecenala otro punto de la recta para realizar < [ \I | |
La | ! |
recta. su gréfico. [ L1 [ ]
13. Realicen el grafico de las siguientes funciones lineales, usando el a, b.
valor dela pendiente y de la ordenada al origen. 2 a
- 3, ey i__4 7 a
flx)= 5—/«——4 glx)=3x+1 hlx)= -3 X . \\
o B N B S 5. S 15
0 g 2
14, Obtengan la férmula de cada una de las funciones lineales ] o
representadas en los siguientes graficos, /,-w/ — —————————>
' - -3+ -1 0 Tl 0314 s L5 7 B
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Las coordenadas de dos puntos de una recta son datos su
diente, como se muestra en el problema siguiente.

Problema 6

Un auto viaja por una ruta a velocidad constante. A las 4 horas de andar pasz por =
mojon del km 445y a las 7 horas pasa por el mojon del km 700.

a. ;Cuél es la velocidad del auto?

b. ¢En qué kilémetro de la ruta comenzo el viaje?

c. ;Cual es la funcion lineal que representa esta situacion?

Para analizar esta situacion es conveniente ubicar los datos en una tabla como la siguiente.

7-4=3
rneﬁipo (horas) :t: = - 2 :
mémetéo delmojon 45 £
700 - 445 = 255

Al cabo de 3 horas, el valor indicado en el mojén se increment6 en 255 km. Entonces, el
zuto recorrié 255 km en 3 horas. Si se divide 255 por 3, se obtiene que en este tramo el auto
znduvo a una velocidad de 85 km/h. Es decir que, en una hora recorrié 85 km.

Por lo tanto, la funcion puede ser expresada mediante la formula: k(h) =85 h + b, donde
7 representa el tiempo (en horas) y k(h) es la cantidad de kilometros recorridos. El valor de b
ndica el kilometro de la ruta en el cual se encuentra al comenzar el viaje. Para averigurarlo,
se debe reemplazar h por 4, k(h) por 445 y luego resolver la ecuacion que queda planteada.

k(4)=85-4+b= 445 = b=105

k A

700

o . 600

La funcién sera entonces

k(h) = 85 h + 105 y su gréfico sera L

el siguiente, donde se identifica que 400

en 1 hora avanza 85 kilometros. 300 -
2007 (1 : 190)

100 A

O 1 2 3 4 5 6 7 h (horas)

La funcion que relaciona el tiempo transcurrido con el kilémetro del mojon es lineal,
porque la velocidad es constante. El valor de la velocidad es la pendiente de la recta, ya que,
es la variacion del kilometro del mojon cuando el tiempo varia en una hora, para calcular lz
pendiente, se efectud la division entre el incremento de las ordenadas (la distancia recorrida)

y elincremento de las abscisas (el tiempo transcurrido).

MATEMATICA 1

u Si de una funcién lineal se

sabequeflx;)=y; y
<) =y,, sugrafica contendra
spuntos [x;; y5) Yy (X35 ¥5)-
endiente mdelarectase

procedimiento:

| yz—y1 _yw_yz
m= X=X o m= X —x. -
2 1 1 2
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Las coordenadas de dos puntos de una recta son datos suficientes para calcular su pen-
diente, como se muestra en el problema siguiente.

Problema 6

Un auto viaja por una ruta a velocidad constante. A las 4 horas de andar pasa por el
mojon del km 445 y a las 7 horas pasa por el mojon del km 700.

a. ;Cual es la velocidad del auto?

b. ;En qué kilometro de la ruta comenzd el viaje?

c. ;Cudl es la funcion lineal que representa esta situacion?

Para analizar esta situacion es conveniente ubicar los datos en una tabla como la siguiente.

7-4=3 g
Tiempo(horas) 4 7
Kilometrodelmojon 445 700

B o

Al cabo de 3 horas, el valor indicado en el mojon se incrementd en 255 km. Entonces, el
=uto recorrié 255 km en 3 horas. Si se divide 255 por 3, se obtiene que en este tramo el auto
=nduvo a una velocidad de 85 km/h. Es decir que, en una hora recorrié 85 km.

Por lo tanto, la funcién puede ser expresada mediante la formula: k(h) = 85 h + b, donde
7 representa el tiempo (en horas) y k(f1) es la cantidad de kilémetros recorridos. El valor de b
indica el kilometro de la ruta en el cual se encuentra al comenzar el viaje. Para averigurarlo,
se debe reemplazar h por 4, k(h) por 445 y luego resolver la ecuacion que queda planteada.

k(4)=85-4+b= 445 = b=105

k A
700 A

= . 600
La funcion sera entonces

k(h) =85 h + 105 y su grafico sera
el siguiente, donde se identifica que 400 -

500 A

en 1 hora avanza 85 kildmetros. 300

200 1 #(1; 190)
100 -

La funcién que relaciona el tiempo transcurrido con el kildmetro del mojd

porque la velocidad es constante. El valor de la velocidad es [z pendien
es la variacion del kilometro del mojon cuando el tiempo varia en una hor

v el incremento de las abscisas (el tiempo transcurrido).

MATEMATICA 1

n Si de una funcion lineal se

untos (x;; ¥;)y (X35 ¥o).
Lz pendiente mde larecta se

e calcular con el siguiente

procedimiento:

o y2 N o m Yi— y;

m= = 5
X5 =Xy X, =X,
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Problema 7
Obtener la pendiente de la recta que contiene a los puntos (% 3 2) y (% ; %)

La variacion de las ordenadas es % -2 =% yla
variacion de las abscisas es %— % =% . Enton-

ces, por cada —é— que aumenta la abscisa, la orde-

nada aumenta %
Para calcular la pendiente, m, de la recta, que

es la variacion de la ordenada por cada uni-

dad que varia la abscisa, se dividen los valores

EIE - oy ]
obten1dos.m-2.6 -

Cuando se conoce la pendiente y la ordenada al origen de una funcion, escribir su for-
mula es inmediato. En casos en que estos dos valores no son conocidos, la formula se puede
obtener a partir de otros datos.

Problema 8

De una funcién lineal se sabe que la pendiente es 3 y que contiene al punto (% ;-

)

N w

;Cual es la formula?

Como la pendiente es 3, a partir de la formula general f(x) =m x + b, reemplazando m
por 3, se obtiene: f(x) = 3 x +b.

Ademas, se sabe que el punto (% ;- % ) pertenece a la recta. Esto significa quef(%) =- % ]
Es decir, cuando x = % , laimagen es - % Usando esta informacion, se obtiene:

f(x)=3-x+b
&

“£4b

|
N w &
I
w
wr €

Se obtiene asi una ecuacion que tiene una sola incognita: la ordenada al origen b. Luego:

_3_
Z 2+b
3 _5_
- Z 2 = b
11
- b
Entonces, la formula de la funcion lineal es:
- - H
f(x) =3x i

FUNCIONES LINEALES



mag
la formula de una funcion lineal si se sabe que su grafica contiene a los puntos
-3;-3).

“zrz hallar la pendiente m, se usa el procedimiento explicado en la pagina anterior:

3 3

m= = = = n e B e =2
_%_4 _%_4 _13 2 ( 13) 13 13

Como la pendiente es % , a partir de la formula general f(x) = m x + b, reemplazando m

3 o— _3
e, se obtiene: f(x) = 35t b.

Como en el problema anterior, al sustituir x y f(x) por las coordenadas de un punto,
“==..t2ra una ecuacion con una sola incognita: la ordenada al origen 6. Como en este caso
== =izspone de dos puntos dados como datos, se elige uno de ellos y se reemplazan las varia-
=i=s 2 v f(x) en la expresion.

-3
f()i)—13>§\+b
%’ 3 ¥
'—§=§'4+b

También se podria haber usa-
do el otro punto para reem-
plazar sus coordenadas y obtener
b. En ese caso, se habria obtenido
el mismo valor para la ordenada al

MATEMATICA 1 ‘

- % = % +b origen, porque la recta que contiene
a los dos puntos dados como datos
3_12 _ fo
513 =b esunica.
63 _
26 b
. S X _ 3 63
Entonces, la formula de la funcién lineal es: f(x) = 3558
15. Hallen la formula de la funcion lineal cuya gréafica tiene las 17. jEs cierto que el par ordenado (0; %) pertenece al gréficodela
c=racteristicas que se indican en cada uno de los siguientes casos. siguienterecta? ;Y el (4; —25—9)? Expliquen comao se disron cuenta.
Supendiente es 4y contiene al punto (-1;-2).
B. Su ordenada al origen es 5 y contiene al punto (% 1). \‘- ‘ yA
. Contienealos puntos (2; 1)y (5; -1). \ 5
d.Interseca al eje de las abscisas en x=-2y contiene al punto(4;-%’. j \ " %
16. Durante un experimento de laboratorio, se scmete un metal a una | \ 3
“uente de calor de manera que la temperatura aumente constantemente ‘ 2
=medida que transcurre el tiempo. A los 3 minutos la temperatura es de \ +
~10°Cyalos 7 minutos alcanza los 26 °C. Encuentren en qué momento ———— \ — >
= temperatura del metal fue de 0°C. Bl ,l\ 7 x
I\ |
51
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Problema 10

En algunos pafses del mundo, como en la Argentina, se utiliza la escala de grados centi-
grados para expresar temperaturas, mientras que en otros, se utiliza la escala de grados

Fahrenheit. La relacién de conversién entre ambas escalas es lineal y esté dada por la

ituacién pueden traducirse, en términos de fun-

iCusl es iz temperatura en grados centigra- : .
: =) % ;Para qué valores de x laimagen es 07

dos queequivalea0°F?

;Paraqué valores de temperatura, expresadaen

grados centigrados, la temperatura equivalente

en grados Fahrenheit es positiva?

;Para qué valores de x laimagen es positiva?

;Paraqué valores de temperatura, expresada en
y . ;Para qué valores de x laimagen es negativa?
grados centigrados, la temperatura equivalente fraraq € 9 il

en grados Fahrenheit es negativa?

Para responder a estas preguntas, es necesario buscar el conjunto de ceros, el conjunto
de positividad y el conjunto de negatividad de la funcion dada.
Para hallar los ceros, hay que averiguar cuéles son los valores de x cuya imagen es 0, es
decir, hallar x para el cual f(x) =0.
fx)= 0= %x+3=0

Qued6 planteada una ecuacion. Al resolver esta ecuacion, se obtiene:

9 -
gX+32—0
Do
X 32
—_3p.9__160
X= 32.5 9

Entonces, el conjunto de ceros de esta funcion es: %= {_18_0}
Es decir: 0 grados Fahrenheit equivalen a - %Q grados centigrados lo que responde a

la primera pregunta del problema.

FUNCIONES LINEALES



Una forma de hallar los conjuntos de positividad y de negativicac es usando el grafico
2 la funcién.

La recta interseca al eje x en el punto de abs-

1
cisax=- % Se observa que la grafica de la -
funcidn esté por debajo del eje horizontal para
odos los valores de x que son menores que - ;g_o / 75
v esta por encima para los valores de x mayores 1%0//
9 ! |
160 : ia st . —T >
que - =g~ Es decir, las imagenes son positivas /_21{:1?6 1 B % |Ox
para las x en el intervalo (— 19ﬂ - +oo) y negati- J ' =
|
vas para las x en el intervalo (—oo ;- %)
Entonces, los conjuntos de negatividad y positividad son, respectivamente: m El conjunio de positevidad
de una funoon fixj esta
G= (—oo 8 150) y Gr= (— 1T6O 2 +oo) formado por todos los valorss
de x que verificangue fix) > 0.5¢
Esta informacion permite responder las otras dos preguntas que plantea el problema: simboliza C.
ozra las temperaturas que, expresadas en grados centigrados, son mayores que —m la El conjunto de negatividad de una
“=mperatura en grados Fahrenheit es positiva. En cambio, para los valores que, en grados funcion f{x) esta formado por todos
centigrados, son menores que - 16—0 la temperatura en grados Fahrenheit es negativa. los valores de x que verifican que

fix) < 0. Se simboliza C.

-
18, Hallen el conjunto de ceros y los conjuntos de positividad y de 20. La tabla siguiente muestra algunos valores de una funcién iinezl £ “

A

negatividad de las siguientes funciones lineales.

3 -2
a. fix)=6x+4 b. g(x)=~ -~x+ -2 4
[ n(x).-:g X=2 d. tx)=~x+3 Hallen el conjunto de ceros y los conjuntos de positividad y de

negatividad de £,

19. Se tiene el siguiente gréfico de 21. a.Encuentren la expresién de una funcién lineal gue sea positiva

una funcion lineal, para todos los valores de x mayores que 5 y negativa para todos los valores

a. ;Cual es la formula de la funcion? de x menores que 5.
1

b. Encuentren el conjunto de b. Encuentren la expresion de una funcion lineal que valga 0 para x = 7

negatividad. ¢Habré una anica funcion? ;Por qué?
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Problema 11

A continuacién se muestra una secuencia de figuras, separadas por barras. Cada figu-
ra esta compuesta por cierta cantidad de puntos dispuestos con una regularidad. La
secuencia puede continuarse indefinidamente respetando esta regularidad.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4
‘ [ 1 |
® | & e | & & @ & @ & ® |
; e | 2 e | © e ® |
e | @ el e ® ele 8 ® ® |

a. La figura 1 tiene 2 puntos; la figura 2 tiene 5 puntos. ;Cuéntos puntos tendra la figu-
ra 107 ;Y la figura 757 ¢Habra en esta secuencia alguna figura que tenga exactamente
90 puntos?

b. ;Cuél es la formula que sirve para calcular la cantidad de puntos que tiene una figura
cualguiera de esta secuencia en funcion del lugar que ocupa?

Para resolver este problema, es (til razonar del modo siguiente.

En la primera figura hay 2 puntos; en la segunda hay 3 mas que en la primera; en la
tercera, hay 3 mas que en la segunda; y asi sucesivamente. Entonces, para pasar a la figura
siguiente se agregan 3 puntos a la figura anterior, de modo que, al conformar cada figura, se
ha sumado 3 una cantidad de veces igual al nimero de orden de la figura menos uno.

En la figura 10 habréa entonces 2+3 +3+3 +3+ 3+ 3+ 3+ 3 + 3 =29 puntos.

Para armar la formula se puede analizar el siguiente cuadro:

2 2+3 2+3+3 2 L33 +3 2+3(n-1)
La expresion obtenida puede reducirse, asi:
2+3(n-1)=2+3n-3=3n-1

Entonces, la formula C(n) = 3 n - 1 permite calcular la cantidad de puntos que forman la
figura que ocupa el lugar n en esta secuencia, sin necesidad de dibujarla ni de dibujar todas
las anteriores.

Paran=10 C(10)=3-10-1=29 29 puntos
Paran=75 C(75)=3-75-1=224 224 puntos

Ademas, la formula permite saber que ninguna figura de esta secuencia tendré exacta-
mente 90 puntos, pues al analizarla, se advierte que la cantidad de puntos de una figura
se obtiene sumando 2 a un miltiplo de 3, y este resultado nunca sera otro maltiplo de 3.
Como 90 si lo es, se puede asegurar que ninguna de las figuras de esta secuencia tendra
90 puntos.

FUNCIONES LINEALES



Si se considera la funcion C: N — N / C(n) = 3n - 1y se representz en un grafico carte-
=zno algunos de sus pares ordenado se obtiene un grafico como el siguiente:

C(n) A
11

*

(=
o

Todos los puntos que pertenecen a

= grafica de esta funcion estan ali-
~=ados. Sin embargo, en este caso
70 se debe trazar la recta que los

—

_ne, porque los valores que puede
zomar la variable n son solo ndme-
o5 naturales. Por ejemplo, entre 1
+ 2 no hay ning(n valor para n. Los
vzlores de n'tampoco pueden ser
negativos.

__T_____.m*ﬁ_
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22. Una floreria prepara arreglos florales y los exhibe en sus vidrieras 23. a. Realicen el gréfico de las siguientes funciones lineales.

zarz la venta. Uno de los modelos que ofrecen es una combinacion de
msas blancas y rosas rojas, dispuestas en una forma particular.
Sor ejemplo, para armar estos modelos con dos rosas blancas y con tres

msas blancas, se las dispone como se muestra en la figura siguiente.

& 00 U LA

h

= <

= £ =

2. Dibujen un esquema analogo para cuatro rosas blancas.

&

0
{

B. ;Cuantas rosas rojas se necesitan para rodear a cince rosas blancas? ;Y
para 84 rosas blancas?

¢ ;Cudntasrosas blancas tiene un arreglo floral construido con el mismo
ssguema y con 184 rosas rojas?

d. Encuentren una férmula que sirva para calcular la cantidad necesaria
o= rosas rojas, conociendo la cantidad utilizada de rosas blancas.
;A=presenta una funcién lineal? Justifiquen la respuesta.

€. Encuentren una formula que sirva para calcular la cantidad total de

rosas (blancas y rojas) a partir de conocer la cantidad de rosas blancas.

;Representa una funcién lineal? Justifiquen la respuesta

fx)=2x+1 gx)=5x-3
b. ;Alguno de los puntos siguientes pertenece a la gréfica de ?
Expliquen como hacen para responder.

(20;41)  (-3;-9) (-8; -17)

24, Consideren las funciones del tipo f{x)=4x+t.
a. Encuentren el valor de t para que la grafica de la funcion obtenida
contenga al punto (0;5).
b. Encuentren el valor de t para que la gréfica de |a funcion obtenida
contengaal punto(2;10).
25. Indiquen, en cada caso, si los puntos estén alineados. Expliguen

como se dieron cuenta:

26. Indiquen si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones.
Justifiquen su respuesta.

a. Tres puntos cualesquiera del plano siempre estan alineados.

b. Dos puntos cualesguiera del plano siempre estan alineados.

<. Tres puntos cualesquiera del plano a veces no estan alineados.

d. Dos puntos cualesquiera del plano a veces no estan alineados.
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L2 maguina expendedora de boletos de un colectivo se carga con 42, El gréfico sigulente corresponde a una funcion lineal £, La recta

pedas que totalizan $ 25, La linea tiene una tarifa Unica de $ 0,90, interseca al eje de ordenadas eny = 3 y contlene al punto (5;-1).
JCuanto dinero contiene la maquina cuando se expendieron 120 Calculen las coordenadas de los puntos A y B sefalados en el grafico,
sistos?

JCual es la recaudacion neta de la primera vuelta de recorrido, en la ; VA |

= 5= expendieron 85 boletos? A5 !

£ un determinado momento hay en la maquina $ 155,50, ;Cuantos St

w

o5 se |llevaban vendidos?

L2s posible que en alglin momento haya en la maquina $ 2007 ;Por

-

"

B

20ué representacion es la adecuada para graficar el dinero que hay L5 1 >
 maquina en funcién de la cantidad de boletos expendidos: una i —1_1 £ e e ol s

_una semirrecta o un conjunto de puntos alineados aislados? > :

qué? | - i B

—3 .
!
£n Fisica, se llama movimiento uniformemente acelerado, al que
wearrolla un mévil cuando su aceleracion es constante, En un 43, Indiquen cudl es la férmula que corresponde a cada una de las
svimiento uniformemente acelerado, la velocidad V del mévil en rectas del siguiente grafico. Expliquen cémo lo pensaron.
e instante t se puede calcular con laférmula V=V, +a- ¢, siendo V, vA

welocidad Inicial del mévil y a la aceleracion.

Un movil parte con una velocidad de 30 km/h marcha con una
peleracion constante de 4 km/h?. Escriban la férmula que dé la
socidad (en km/h) que tendréa el méviten cada instante (en horas)
zaculen dicha velocidad a las 2 horas de haber comenzado el

imiento.
Una piedra se deja caer desde una cierta altura, Escriban la formula
we ¢ la velocidad alcanzada por la piedra (en m/seg) en funcién del
po (en segundos), Tengan en cuenta que todo cuerpo que se deja

saer queda sometido a la aceleracion de la gravedad, que es de 10 m/

W aproximadamente, Calculen, ademas, la velocidad que alcanzara
piedra a los 3 segundos de haber sido soltada y en qué instante fx) = % X+ % g =-2x-2
ara una velocidad de 45 m/seg.
hix) =2x+2;t(x)= —%x-—%
1. Una balanza utilizada en un supermercado reconoce el tipo de

aderfa que se le coloca mediante el codigo que se le digitaytiene 44, Escriban la férmula de |a funcién lineal que corresponde 2

maramado su precio por kilogramo, cada una de las siguientes situaciones, Para cada caso, indiguen I2
% == coloca una cierta cantidad de manzanas, el pesaje Indicado pendientey la ordenada al origen e indiquen si &5 una funcicn de
% 2 600 kg y el precio correspondiente es $ 4,68, Si se coloca una proporcionalidad directa.
perta cantidad de pomelos, el pesaje indica 4,100 kg y el precio a. A cada numero real le hace corresponder su opussio.
merespondiente es $ 8,61, b. A cada nimero real lo aumenta en una unidad.
#. ;Cudl de las dos frutas es més barata? Justifiquen la respuesta. ¢. A cada numero real lo disminuye en una unidad.
B Un cliente compré 5 kg de manzanas, pero el empleado confundié d. A cada nimero real le hace corresponder el mismo numero real
s codigos y anotd el de los pomelos. ;El cliente salié beneficiado o (funcion identidad).
gerjudicado? jEn cudnto dinero? @. A cada numero real le resta su triple.
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E=1
45, Los graficos siguientes corresponden a dos funciones fy g. Los
puntos que aparecen en él tienen coordenadas A=(0; 3),B=(1; 0.4}
y C=(2; -2) (enlafunciénf)yD=(1; 2,2)yE=(-1; -2) (enla
funcién g)

a. ;Es cierto que fes una funcion lineal? ;Por qué?

b. ;Es cierto que g es una funcién de proporcionalidad directa?

Y lineal? ;Por qué?

VA VA
Sk L o ST
s 1 R ) el (RS g LS o A2 T
e o ) e I St
oB i, :
T T T T 1 T T T J~
Tl P 21 % U R T S
e . S B ol b CEARE R
E
A 3 0 L e

46. De unafuncién lineal f sesabe que f{5) - f(2) =4

a. Hallen la pendiente de la recta que representaaf.

b. jAlcanzala informacion dada para obtener la formula de 2 Si
responden que si, escriban la férmula. Si responden que no, expliquen

por gué.

47. Para cada una de las siguientes rectas, decidan cudl es la férmula

que le carresponde sin hacer ningun calculo:

L ya

‘2.-
\ //
17 / //

—|1 :ll 2| 31 4l// E? »
0 o X

//
5k
// \
\
flx)=4x glx)=x-4 h(x)==2x+1 th)=5x-2

48. La compania eléctrica del pueblo de Andrés cobra el consumo
de luz de la siguiente manera: un costofijode $ 19y $ 0,035 por kwh

consumido.

58 FUNCIONES LINEALES

a. Andrés consumi6 en mayo 650 kwh. ;Cuénto debe abonar?

b. Si en agosto debe pagar $ 47,70, jcuantos kwh consumi6?
¢. Si en septiembre quiere gastar menos de $ 42. ;Cuanto serd el
maximo de kwh gue puede consumir?

49, Un cuadrado, formado por cuadraditos, esta pintado segun el

siguiente modelo:

a. ;Cuantos cuadraditos quedaran pintados en un cuadrado de 9x 97
;Yenunode 12x12?

b. ;Es posible encontrar una formula que permita calcular la cantidad
de cuadraditos que guedaran pintados siel cuadroesde n x n?

50. Enel pueblo A, la boleta de gas sefacturaarazénde $ 0,15l
metro ctibico consumido.

En el pueblo B, la boleta de gas se facturaa razén de $ 0,12 el metro
cubico consumido mas $ 5 de abono fijo.

a. Si Ariel consume 120 metros cGbicos, jcuanto gasta en el pueblo A?
{YenelB?

b. Si Matias consumi6 170 metros clibicos, jcuénto gasta en cada uno
de los pueblos?

¢. Juany Carlos viven en el pueblo A. Juan consume el doble de metros
clibicos que Carlos. ;Es cierto que debe pagar el doble? ;Por qué?

d. Juana y Martina viven en el pueblo B. Juana consume el doble de
metros cubicos que Martina y dice que no paga el doble. ;Es cierto?
iPorqué?

@. ;Qué cantidad de metros ciibicos consumio Silvana en el pueblo A
sipago$ 12,757

f. ;Qué cantidad de metros ciibicos consumio Claudio en el puebio B
sipago $ 237

g. Dos personas gastaron la misma cantidad de dinero en gas,
viviendo uno en el pueblo A y el otro en el pueblo B. Si usaron Ia
misma cantidad de metros cibicos. ;Cudntos metros clibicos de gas
consumierony cuanto gastaron?

i



Marquen la o las opciones correctas en cada caso:

1. Larecta de formula f(x) = 3 x+ 2 interseca al eje de ordenadas en el
punto:

(0;-3) (=3;0)
B &

0;2) (2;0)
= o

2. Una empresa de comunicaciones que vende su servicio de canexion
2 Internet ofrece tres alternativas para el pago del servicio.

Alternativa A: Pagar una suma total fija de $ 68.
Alternativa B: Pagar una suma fija de $ 26, mas un adicional
wroporcional al tiempo de conexion, que se calcula a razén de $ 0,20

gor minuto.

ARlternativa C: Pagar solamente un precio proporcional al tiempo de
onexion, calculado a razén de $ 0,30 el minuto.

5 en los tres casos la calidad del servicio es la misma, ;hay alguna tarifa
Jue sea mas conveniente?

H Alternativa A. n
u Alternativa C. n

Alternativa B.

La respuesta depende
del tiempo de conexion.

3. Larectadeformula g(x) =-3 x+ 2 interseca al eje de abscisas en el
gunto:

B o B oo
B (1 B

4, L2 gréfica de lafuncion f(x) = 5x- 1 tiene ordenada al origen b e

wterseca al eje de abscisas en x = X Entonces, los valores de by X son:

n b=5yXy=-1 u
& b=-lyXo=1 4

b=SyX0=%

" b=-lyXy=5

5.Lapendiente de larectade formulay=x+3es:
B o
H o g -

]

6. Senalen el gréfico que correspondes 2 2 fncion flx = %xfj

W

7. ;Cudl o cudles de los siguient=s parss crdenadios pertsnecen 2
gréficodelarecta f(x)=3x-17

n 8;3) u
B w2 [ d |

8. ;Cudl o cudles de las siguientes stuacionss podian s=r
representadas mediante una funcion nes?

2.2

6.8

n La cantidad de agua gue safe de una canillz, en funcién del
tiempo.

La cantidad de dientes de un nifo en funcidn del tiempo.
El costo de cierta mercaderia en funcidn del peso.

La cantidad de kilos bajados en funcién del tiempo de la
dieta.
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Problema 1 .
Se quiere completar los casilleros en blanco segin las instrucciones que se dan a con-
tinuacion.

con.el ndmero 100.

.

B Se coloca un nimero en el primer casillero y un nimero en el segundo casillero.
B En el tercero se coloca la suma del primero y el segundo.
B En el cuarto se coloca la suma del segundo y el tercero.

B En el quinto se debe colocar la suma del tercero y el cuarto, y esta suma debe coincidir

100

;Cuales son los nimeros que pueden colocarse en los dos primeros casilleros, de modo

que, respetando las indicaciones, el que corresponda al dltimo sea el 100?

;s (nica la solucién? ;Qué relacion hay entre dos niimeros que componen una solucion

para el problema?

FUNCIONES Y ECUACIONES LINEALES

|
|
|
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Para resolver el problema, es posible empezar por probar con algunos valores. Si se llama

+ =.namero que se coloca en el primer casillero e y al del segundo; podria ser:

x=10 ey = 5. Sin embargo con esta eleccidn, para el Gltimo casillero se obtiene 35, o
==z gue estos valores no sirven. En cambio, para x = 20 e y = 20, se obtiene 100, es decir,
== verifica la Gltima condicion pedida. Pero para x = 30 e y = 40 se obtiene 180. Aparen-
“=mente, los pares de ndmeros que funcionan cumplen alguna condicién. ;Cual es dicha
condicion?

Con x en el primer casillero e y en el sequndo, en el tercer casillero ira x + y, y del mismo
—odo, es posible asignar a los casilleros siguientes las expresiones algebraicas correspon-
~ientes, como se indica en el esquema.

100
X y xX+y y+x+y X+y+y+x+y
Es decir, debe cumplirse la siguiente condicién: 2x + 3y = 100

Entonces, todos los pares de nimeros (x ; y) que verifican la ecuacién anterior son
soluciones para este problema, es decir, pueden colocarse en los primeros casilleros y veri-
Scaran las reglas indicadas.

Por ejemplo  six=50,y=0 se verifica por que 2 - 50 + 3 - 0 = 100

si x=32,y=12se verificaporque 2 -32+3-12 =100
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n 2x+3y=100es laforma
implicita de la ecuacion de

unarecta.

2,100

V===

es la formaexplicita

de la ecuacion de una recta.

Funcién lineal: fix) = mx + b.
Ecuacion explicitadela

recta: y=mx+0.

La ecuacion de la recta: forma implicita y forma explicita

En el problema anterior se obtuvo que la relacion entre los nimeros que servian para
responder el problema era: 2x + 3y = 100.

¢ Cudntos pares de ndmeros cumplen esta condicion?

En principio, se encontré que hay por lo menos tres pares (20 ; 20), (50 ; 0) y (32 ; 12).
Cada ejemplo se puede obtener al asignarle un valor a x y luego calcular el valor de y, es decir:
100 - 2x 100

-100 _2
3 L i 3%

2x+3y=100 & 3y=100-2x & y= 5

Entonces, existen infinitos pares de valores que son solucién para el problema. Los puntos
que verifican la condicién forman una recta con pendiente —% y ordenada al origen %
En general, si se tiene una expresion de la forma:
Ax+By=C
con A, By C nimeros reales cualesquiera, las soluciones de esta ecuacion son pares de
nimeros (x ; y) que verifican la condicion. Si B es distinto de 0, de esta ecuacion general
puede despejarse la variable y:

Ax+By=C & By=—Ax+C@y=%=}y=—%x+

|

La expresion obtenida es la ecuacion explicita de una recta, porque es de la forma
y=mx+b, siendo - % la pendiente y % la ordenada al origen.
La expresion Ax + By = C, (con B = 0) es la ecuacion de una recta. Esta forma de expresar

la ecuacion de la recta se la llama ecuacicn implicita de una recta y puede transformarse en
una ecuacion explicita al despejar y. |

Por ejemplo, si se considera la funcién lineal f(x) = 5x -1y su representacion gréafica,
que es una recta, cada uno de los puntos que pertenecen a esta recta cumple la condicién
que indica su formula: la ordenada (y) es igual al quintuplo de la abscisa (x) disminuido en
1, es decir: y = 5x - 1. Esta es la ecuacion explicita de la recta asociada a esta funcién.

Funcién lineal: f(x) =5x-1 Ecuacién explicita de larecta: y =55 -1

Posibles ecuaciones implicitas de la recta anterior serian:

5x-y=10 10x-2y=2

Al analizar una funcién lineal como modelo de un proceso, se distinguen las variables,
estableciéndose a la variable dependiente en funcion de la variable independiente, y apare-
ce la recta como la representacion grafica de esta relacion. Pero también es posible analizar
a la recta como objeto geométrico y su relacion con las distintas expresiones algebraicas
asociadas a ella. En este caso, no se establece dependencia alguna de una variable sobre
otra, sino que ambas representan las coordenadas de los puntos del plano que pertenecen
a la recta estudiada. Los puntos de la recta se identifican con pares ordenados de niimeros
que cumplen una relacion numérica entre si.

1.Encuentren la forma explicita de cada una de las siguientes rectas a2x+4y=7 b.x+2y=-3

dadas en forma implicita:

¢ 3x-4y =5 d.-5x-3y =6

FUNCIONES Y ECUACIONES LINEALES



Becias horizontales

=n =l grafico siguiente se presenta una recta horizontal.

vA ¢ Qué caracteristica identifica a todos los puntos
L (e ol 1 1 que pertenecen a esta recta?
L . Algunos de estos puntos son: (-2 ; 1) ; (0;1) ;

(1; 1). En todos ellos, la segunda coordenada

_'2 _'1 0 '1 é f es 1. Para que la recta sea paralela al eje x,
todos sus puntos deberan estar a la misma dis-
tancia de este eje. Por lo tanto, la ordenada de

Ecuacion explicita de L todos los puntos de esta recta debe ser 1. Por
Y= eso, su ecuacion explicita es y = 1.

=n toda recta horizontal, la coordenada y esta restringida a un Gnico nimero, en tanto que
‘= coordenada x puede tomar cualquier valor. Por eso, en la ecuacion implicita de una recta
~orzontal, no aparece el coeficiente Ay si aparece el coeficiente B, es decir, A=0y B =0.
Seonces, los pares de nimeros que conforman la recta cumplen la siguiente condicién:

0-x+By=C y= %

Zsta es la ecuacion explicita de una recta horizontal y es de la forma y = b siendo b un
sumero real.

Sise analiza la pendiente de esta recta utilizando, por ejemplo, los puntos

-2;1)y(0;1):
me b g o
Entonces, la pendiente es 0.
Una recta horizontal
_z pendiente de cualquier recta horizontal es 0. representa una funcion
=n efecto, suponiendo que (x, ; b) y (x, ; b) son dos puntos distintos de una recta hori- lineal, a la que se llama funcion
=rz2l, al calcular la pendiente, se obtiene: constante.
m= % =i0) Suférmula es del tipo f(x] =5,
siendo b un numero real, y su
Zor lo tanto, la pendiente de toda recta horizontal es 0 y su ecuacion es y = b. ecuacion explicita es de |
y=0.
Rectas verticales
yA . ¢ Qué caracteristica identifica a todos los puntos u Lz ecuacion de toda recta
e P R o T T L que pertenecen a esta recta? vertical esde laformax=g,
e T R T S Algunos de estos puntos son: (4 ; 1) ; (4 ; 0); siendo g un nimero real. Las rectas
T — — (4 ; -2). En todos ellos, la primera coordenada verticzles no tienen pendientey no
—_.‘1_0-”» L -2.73“—. o O es 4. Para que la recta sea paralela al eje vy, pueden asociarse a funciones.
o [ O E S [ [ todos sus puntos deberéan estar a la misma dis-
tancia de este eje. Por lo tanto, la abscisa de
Ecuacsande L todos los puntos de esta recta debe ser 4. Por
Gl €s0, SU ecuacion es x = 4.
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La ecuacion de unarecta
siempre puede reducirse a
una de las siguientes formas:
By=m-x+b,siendomy bnumeros
reales.
Cuandom =0, larecta es horizontal
y cuando m # 0, la recta es oblicua.
La funcion lineal asociada es
fix)=m-x+b.
1 x=a,siendo aunnuimeroreal, para
las rectas verticales. Este tipo de rec-

tan funciones.

u La expresion

Ax+By=C,siendoA,ByC
numeros reales (cuando Ay B no
sean ambos cero), es la ecuacion
implicita de unarecta.
SiA=0yB=0,larectaes horizontal.
SiA=0yB=0,larectaesvertical.
SiA=0yB=0,larectaesoblicua.
SiC=0,laordenadaal origen
es0yxeysondirectamente
proporcionales.

Si se intenta calcular la pendiente de esta recta tomando, por ejemplo, los puntos (4; 1) y
(4 0), se obtiene:
1-0

m=-=—r

ici > El calculo no se puede resolver porque el denominador se anula.

Esto significa que la recta no tiene pendiente.

Al generalizar el caso anterior, se concluye que siempre que los puntos de una recta tie-
nen todos la misma abscisa, la recta es vertical y su ecuacion expresa “x igual a ese valor de
abscisa”, es decir, es de la forma x = @, siendo a un ndmero real.

Las rectas verticales no tienen pendiente. En efecto, suponiendo que (a;y,) v (a;y,)
son dos puntos distintos de esa recta, cuando se intenta calcular la pendiente, se obtiene:

yz _.yl

m = ~3— = Elcélculo no puede realizarse por que se anula el denominador al ser

iguales las abscisas.

Las rectas verticales no son funciones, porque representan situaciones en las que para
un Gnico valor de la variable x se asignan infinitos valores de la variable y.

En la ecuacion implicita de una recta vertical, no aparece el coeficiente By si aparece el
coeficiente A, es decir, A=0yB=0. Entonces, los pares de niimeros que conforman la recta
cumplen la siguiente condicion:

Ax+0-y=C & x=

>0

Por 4ltimo, falta analizar qué ocurre si los coeficientes Ay B son ambos nulos en la
ecuacion implicita de una recta. En este caso, la ecuacion resultaria de la forma:

0-x+0-y=C
BC=0 BC=0

Si Cno es 0, ningn par de valores verificala  Si C es 0, todo punto del plano verifica la

ecuacién, pues 0. x + 0 . y es siempre 0, cua-  ecuacion, pues 0.x+0.y=0 es siempre una
lesquiera sean los valores de x e y. En todos  igualdad verdadera, cualesquiera sean los
estos casos, el conjunto solucion de la ecua-  valores de x e y. En este caso, la ecuacion no
cién es vacio. representa una recta, sino todos los puntos

del plano.

2. Hallen, en cada caso, la ecuacion de [a recta que contiene a los puntos

gue se indican

ﬂv\?‘ 4)y(5:4)

3. Hallen la farmula de las funciones lineales asociadas a las graficas

b.(2;3)y(2;7)

4, Encuentren tres pares ordenados que sean.solucion de la ecuacion
4x=3y=24
5, Las entradas a una cancha de basquet cuestan S 12 las populares y

§ 25 |as plateas. Si se recaudaron $ 70650, jcuantas plateas y cuantas

siguientes populares se vendieron? ;Hay mas de una respuesta posible?
5 y4 y4 ‘
a. b,
. . S 34
2 =1
= H
3 - 12 x -1 ] & =
B -1 —
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La forma implicita de la ecuacion de Lz rectz permi

Problema 2

En una carpinteria se utilizan tipos de listones de madera de pino y de guatambd, tocos
los listones tienen el mismo ancho. El largo de los listones de la misma madera es igual.
Pero si se colocan, uno a continuacion del otro 4 listones de madera de pino , el largo
total es 3 metros mayor que si se colocan uno tras otro 2 listones de guatamb. ;Cual es
=l largo de cada tipo de liston?

Para resolver este problema es conveniente designar con la letra x a la medida del largo
== un liston de pino y con la letra y al largo del otro. Al plantear una expresion que repre-

==nte las condiciones indicadas en el enunciado, se obtiene: 4x=2y +3 & 4x-2y=3.

La ecuacion obtenida es la ecuacién implicita de una recta oblicua, porque los coefi-
—=ntes de las variables x e y no valen 0. Esta ecuacion representa infinitos pares ordenados
-ue verifican esta condicion.

Sin embargo, para encontrar las longitudes posibles de cada tipo de liston, resulta mas
-snveniente escribir la ecuacién de manera explicita, es decir, encontrar la ecuacion equi-

zlente de la forma y = mx + b. Para hacerlo, se despeja la variable y:
bx-2y=3 & -2y=3-4x & y=2x—%

Por ejemplo, si el liston de pino(x) mide 1 metro, reemplazando esta medida en la férmu-
= anterior se obtiene la medida del listn de guatambd (y).

Parax=1=y=2-1 —%=0,5 = y=05

Se concluye que, para este caso, el liston de guatambi mide de 0,5 metros.

Es decir, basta con dar un valor cualquiera a x para calcular el valor de y.

Hay infinitas posibilidades para x e y. Algunas de ellas resultan adecuadas al contexto
-=| problema y otras no. Por ejemplo, x no puede tomar valores negativos, ni valer 0, pues x
~=presenta una medida de longitud.

Pero si se considera solo la ecuacién, es posible representar todos los pares de valores

(x ; y) que son solucién en un grafico como el siguiente.

3 — 1
y=2x-35 2 1 2 3 4 x
et el I
/] X
!
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DadaslasrectasR, yR,:

Riy=m. x+b,

Ry y=myx+0,
Entonces:
m,=m, < R,//R,
m,=m,yb,=b, & R yR,
son coincidentes.
Ademas, dos rectas verticales
siempre son paralelas.
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Rectas paralelas y rectas perpendiculares

Problema 3

Dos familias salen simultaneamente en sus autos por una misma ruta rumbo a una ciu-
dad balnearia. Una de las familias parte de la ciudad A, mientras que la otra lo hace
desde una ciudad distante 50 km de A hacia adelante. La ciudad de destino se encuen-
tra a 250 km de la ciudad A. Ambos autos van a velocidad constante, recorriendo 2 km
por minuto.

En el mismo momento en que partieron los autos mencionados, un camién sale desde
la ciudad balnearia por la misma ruta y en sentido contrario a los otros dos autos, a ve-
locidad constante, recorriendo medio kilémetro por minuto.

Si se representan graficamente la distancia (en km) a la que se encuentra cada uno de
los tres vehiculos de la ciudad A en funcién del tiempo (en minutos), ;qué relaciones
tienen estos graficos?

Si se designa con x al tiempo desde la salida medido en minutos y con y a la distancia 2
la ciudad A medida en kilometros:

Primer auto: Sale de A
= el punto (0 ; 0) esta en el grafico.

La velocidad es de 2 km/min y (km)4
= la pendiente es 2
f(x) = 2x 250 -

Segundo auto: Sale a 50 km de A
= el punto (0 ; 50) esta en el gra- 2025
fico.

La velocidad es de 2 km/min
= la pendiente es 2

g{x)=2x+50 100
Camidn: Sale a 250 km de A :
= el punto (0; 250) esta en el grafico. 504—F— et

La velocidad es de 0,5 km/min pero

B

0 50 100 150 200 x (min)

seacercaaA
= la pendiente es - 0,5
h(x) =-0,5x + 250

En el grafico se aprecia que las rectas correspondientes a los dos autos son paralelas. Esto
se debe a que para cualquier intervalo de tiempo, ambos autos recorren la misma distancia.
Por eso, en todo momento la distancia entre ellos es la misma: los 50 km que los separan al
comienzo del movimiento. EL hecho de tener ambas rectas la misma pendiente es lo que hace
que sean paralelas.

Generalizando el caso anterior, se establece la siguiente condicién: siempre que dos rectas
tienen la misma pendiente, son paralelas. Si dos rectas que tienen la misma pendiente tienen,
ademas, la misma ordenada al origen, entonces se dice que son coincidentes. Las rectas verti-
cales, aunque no tienen pendiente, siempre son paralelas.
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=or ejemplo, si las ecuaciones de las rectas R, y R, son las siguientes:
Riy=3x+1 Ryy=3x-2

Sin representarlas en un grafico, es posible anticipar que son paralelas, porgus zmboas
~=-=n pendiente 3, es decir, sus pendientes son iguales.

Tzmbién son paralelas las rectas verticales cuyas ecuaciones son x =4y x = 2.

57 se consideran ahora las rectas de ecuaciones y=2x e y=-0,5x + 250, mas zallz c=l

soolema.
=n =l gréfico se aprecia que estas Vi
~=ctas son perpendiculares, es de- ‘ /
=, se intersecan formando angu- 250 =1 =
s rectos. | A
_os triangulos ABC y ADE son con- 200
Zruentes, pues tienen dos lados y el congruentes.
=~zulo comprendido congruentes. 1504 By I
= efecto:
S-AC BC=AD D=(=90° 100 s
y=2x 50 / — -
y=-0,5 - x+ 250
0 50 100 1% 200 %

Zntonces, los triangulos ABCy ADE tienen todos sus lados y sus angulos respectivamen-

== congruentes. Es decir:

A A
Zdemas, como ABC y ADE son tridngulos rectangulos, los &ngulos agudos de cada trian-
2.0 suman 90°:
A A
cnelABC: A+B=90°
A A A A
Pero como B = EAD = BAC + EAD = 90°

Como estos dos angulos forman el &ngulo entre las dos rectas, queda demostrado que

== rectas son perpendiculares.
n la demostracion anterior se uso que los segmentos ED y AD son respectivamente con-
_zntes con los segmentos ACy BC, cuyas medidas son las que determinan las pendientes

2= ambas rectas. n Dadas las rectas oblicuas

Pendiente de la recta roja = - AD__ga R
ED b . 2
R =m. X+ 0
Pendiente de la recta azul = A:C=£_Q=g Roy=m.x+bh
BC AD S .

La condicion que debe cumplirse para que dos rectas sean perpendiculares es que, si L2 T, :—,%_ = R, LR,
z=ndiente de una de ellas es - % , la de la otra sea =, es decir, una pendiente es el opuesto Ademas, una recta vertical y
z=_inverso de la otra. una horizontal siempre son

Por ejemplo, las rectas de ecuacionesy=3x+1ley=- %x +4 son perpendiculares. perpendiculares.

También son perpendiculares la rectas cuyas ecuaciones sonx=5ey=3.
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Las condiciones que permiten anticipar antes de hacer el grafico cuéndo dos rectas s
paralelas, perpendiculares o concurrentes no perpendiculares pueden usarse para gener
rectas que se relacionen con otras rectas dadas en alguna forma particular, como en [
casos que se presentan a continuacion.

Problema 4

A partirde larectaR:y = %x+ 1

a. ;Como es la ecuacion de una recta paralela a R? ;Cudntas rectas se pueden encontrar?
b. ;Como es la ecuacion de una recta paralela a R que contiene al punto (-2 ; 4)?

c. ¢(Como es la ecuacion de una recta perpendicular a R? ;Cuéntas rectas se pueden
encontrar?

d. ;Como es la ecuacion de una recta perpendicular a R que contiene al punto (4 ; -5)?

Existen infinitas rectas paralelas a R: todas las que tienen pendiente % lo son. La ord

nada al origen puede ser cualquier valor, ya que cada una de las distintas paralelas interse
al eje de ordenadas en un valor distinto.

Las rectas siguientes son algunos ejemplos de
rectas paralelas a R.
S:y=%x+3 Tiy=3x-2

En el grafico se muestran estas rectas y la recta
dato,

Entre todas las rectas paralelas a R, hay una Gnica que contiene al punto (-2 ; 4), ;cu
es la ecuacion de esta recta?

Luego de trazar Ry marcar el punto (-2 ; 4) puede trazarse la recta paralela a R que co
tiene a dicho punto.

A
-5
La pendiente de la recta buscada i (2alayg L | 1 | .

es % porque es paralela a R. La E
ordenada al origen es desconoci- f 37
day debe hallarse analiticamente. E L,
i | ;
M ! R /L
; —5/ D EENE] -}/ -
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“= =20 gue la ecuacion de la recta buscada es de la forma:

=m0 debe contener al punto (-2 ; 4), entonces:
< Z=spejar, se obtiene b = %
“-=onces, la ecuacion de la recta buscada es: y = —x + %—2

§ & Buscar rectas perpendiculares a R, nuevamente, existen infinitas. Como la pend1ente

=, entonces, todas las rectas que son perpendiculares a R tienen pendiente - . La

: al origen puede ser cualquier valor, ya que cada una de las distintas perpend1cula-
~~==2ca al eje de ordenadas en un punto distinto.

~=ctas siguientes son algunos
- ==nolos de rectas perpendicula-

B

3 9 ) 3
e Niy=-%x
j-—%X—Z

= aorafico se muestran estas rec-
== y L2 recta dato, R.

___dles la ecuacidn de la recta que es perpendicular a Ry contiene al punto (4;-5)?

‘ A,
1 —— y
= ~=ctz buscada es (nica, porque = 1 3 4 <
I 1o 4
= una sola recta que es perpen- \ S
D > i
-5 S ‘
y=3xet HSRN
- . f =5 ‘
- =2=ma3s contiene al punto (4 ; -5). 1| | ‘ }
‘ =5 - i (

_= pendiente de la recta trazada es - % porque es perpendicular a R.

=-tonces, su ecuacidn es de la forma: y= ——x+b
Zomo contiene al punto (4 ; -5): =- § <4+ b
= s despeja b:
=_3. =12 13
-5= z 4t+b=-5 5+b:> 5+5 =bh= =bh
3. A3

_= =cuacion de la recta buscada es y = - EX-%-

wsideren larecta S de ecuacion: y =-4x+ 2y hallen las ecuaciones b. Dos rectas perpendiculares a S.
“as rectas que tienen las caracteristicas que se indican en cada caso. ¢. Larecta que contiene al punto (=2; 4) yes paralelaaS.
Des re

ectas paralelasas. d. La recta que contiene al punto (5; -6) y es perpendicularas.
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Una ecuacion es fineal si se
puede reducir a la forma:
a-x+b=0

Dos ecuaciones que tienen
las mismas soluciones se lla-
man ecuaciones equivalentes.

70

Ecuaciones lineales

Problema 5
Si se considera la funcién f(x) = 2x - 1, encontrar algin valor para x de modo tal que

fx) =3.

Para pensar en este problema es posible considerar que hallar los x que provoquen f{x}
equivale a plantear la siguiente ecuacion: 2x - 1=3.

Es decir, la ecuacion planteada puede asociarse a la bisqueda del valor de x cuya im
a través de la funcién f es igual a 3. Dicho de otra manera, se quiere hallar la preimagen
3 a través de la funcién f.

En el ejemplo siguiente, se interpreta la resolucion algebraica de una ecuacion i
mediante funciones lineales.

fix)=2x-1
2x-1=3 —2f(x)=3

!

2x=4

L

Al realizar el primer despeje, se obtiene una ecuacién equivalente a la original, es &
otra ecuacion con la misma solucion.

Entonces, las ecuaciones 2x = 4 y 2x - 1 = 3 tienen la misma solucion.

Si se considera la funcién g: R = R / g(x) = 2x, resolver la ecuacién anterior puede
terpretarse nuevamente como hallar la preimagen de 4 a través de la funcion g.

y4
g(x) = 2x |
=3+l —> g(x)=4 LB
2x=4 |
b AQE o
x=2
%4

|

Al realizar el Gltimo despeje, se obtiene x = 2, que es otra ecuacion equivalente a la o
ginaly da directamente la solucion de las tres ecuaciones planteadas.

Si se considera la funcién h(x) = x, se quiere hallar la preimagen de 2 a través de esta funcias

!

v |

h(x) = x S |

x=4:2 —> h(x)=2 e B ] |
SR

x=e EV MERE; |
A2 AN
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o para cada una de las ecuaciones obtenidas en los pasos realizados.

__—ones.

5

5° se observa en los gréficos utilizados para resolver cada ecuacion |z preimzagen que se
(segln la funcidn lineal considerada en cada paso) es 2, que es [z solucian obtenidz
“Ticamente. Es decir, el conjunto solucién es S = {2}, tanto para lz ecuzacién original

Al conjunto formado por
todas las soluciones de

= procedimiento desarrollado es Gtil para visualizar que las transformaciones zlgebrai-
2.z se realizan para “despejar” la variable dan como resultado, en cada paso, ecuacionss
= Zznen siempre la misma solucion, es decir, ecuaciones equivalentes.

== el ejemplo que sigue se resuelve una ecuacion mediante transformaciones algebrai-
. procedimiento se realiza de modo tal de garantizar que cada una de las ecuaciones

== obtiene en un paso cualquiera es equivalente a la anterior, es decir, tiene las mismas

“zra resolver la ecuacion % c(x+1) - 2_y- 2, se puede proceder del modo siguiente.

3-(x+ 1)—2—X=2
Las transformaciones
. o e 3x+3=-2 m
ica la propiedad distributiva. X 2 algebraicas que permiten
obtener ecuaciones equivalentss
= opera en el numerador. oxblays y que aparecen en la resolucion
- de ecuaciones lineales son las
ribuye el denominador. % x +% ~x=2 Siguightes;
‘ x+a=box=b-a
~=suman los términos en x y se aplican 1 SiGI’OIG'X=b‘DX=§
! 2 = X= 2__
opiedades. 5
B X A S S i
== despeja la variable. x=z:|-%
=2
——

= opera.

=i

Zomo todas las ecuaciones obtenidas son equivalentes, el conjunto solucién de la ecua-

d. 2(k-3)+k=0

® —4b+6)-b=0 f.5@+2)+1=a+2 ,

& 24X -(x-6)=-3x+1) 7 3
lld’ara cada una de las ecuaciones que siguen, indiquensiel numero que

h.x+1=2x—1

& oropone es solucion.
;u-%u -x)=-3; x=0

=2 _x=2 __2 20y oy R e o
b. 5 =3 X=3% C. 3(2 b)= 24b,,,_:

9. Un matrimonio con sus tres hijos visita un pargue de diversiones. El

precio de la entrada de cada uno de los chicos es la mitad del de cada
uno de los padres. Si pagaron $22,75 en total, jcual es el precio de cada
entrada?

10. La suma de tres nimeros enteros consecutivos es 219. ;Cuales
son esos nimeros? .

11. La suma de tres nimeros enteros impares consecutivos es 189.
;Cudles son esos nimeros?

12. La suma de dos numeros es 156 y uno es el quintuplo del otro. ;Cua-
les son los dos numeros?
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Problema 6
En una reunion, Fabian quiso demostrar sus aptitudes para la magia, y propuso a sus

amigos el siguiente “truco”:

“Piensen un nimero cualquiera; multipliguenlo por 6 y réstenle 12 a lo que obtuvieron,
dividan por 3 el resultado obtenido, stimenle 9y réstenle el doble del nimero elegido”.
Luego de que todos realizaron las operaciones pedidas, cada cual con el ndmero que
habia elegido, les dijo:

“Mi poder me permite adivinar que todos obtuvieron 5 como resultado.”

Todos sus amigos asintieron sorprendidos.

;Como hizo Fabian para adivinar el resultado obtenido por todos? ¢En qué consiste el
truco?

En el cuadro que sigue se propone una representacion matemética del funcionamients
del truco, llamando x al nimero elegido.

- P ) e

Piensen un nimero cualquiera - X
multipliquenlo por 6 6x
réstenle 12 6x-12
dividan por 3 %2—
stimenle 9 Q(—§1—2+ 9
réstenle el doble del nimero elegido 6Lg1—2+9—2x

Algunas de las expresiones algebraicas anteriores pueden transformarse en otras equs
valentes mas sencillas, como se muestra en el cuadro siguiente:

6x-12 _6x

3 3
6x=12 ]
X; +9 =2x-4+9 = 2x+5 |
Ox=1219-2x =2x+5-2x =5 ]

La dltima fila de la tabla muestra que la expresion algebraica asociada al truco es eqes
valente a 5. Esto significa que para cualquier valor que se le asigne a x (esto es, cualquie
nimero que elija el que prueba el truco) el resultado obtenido sera 5.

En relacion con la ecuacion, esta conclusién puede expresarse asi:

para la ecuacién asociada al truco, cualquier niimero real es solucion. Es decir, &
ecuacion tiene infinitas soluciones y su conjunto solucion es S = .
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Zste resultado explica por qué el truco funciona siempre, independientemente cel
~mero elegido.
L problema también se puede interpretary resolver directamente a través del plantzo y

= —=solucion de una ecuacion.

6x - 12 _ 6x 12 B
T+9—2x—5<:>3 3+9 2% =5

2X-44+9-2x=50-x+5=5<5=5

L2s expresiones obtenidas en cada paso son equivalentes, en particular la primera y la

=™z, por eso, se concluye que:

6x - 12

5 9 -2x=5 (para cualquier valor que se le asigneax) ©S=R

Si se observa la Gltima expresion puede notarse que, como cualquier nimero multiplica-
== 20or0da 0, la ecuacion se verifica con cualquier nimero real.

- Una forma de reconocer este tipo de ecuaciones es que en algin paso se obtiene una
“z.zldad numérica (que no contiene a la variable) y que es verdadera (en este caso, 5 =5).

Problema 7

“-contrar los valores de x que verifican la siguiente igualdad:

%x+3=x—2(%x+1)

Alresolver queda:

Y e ol A i T
5x+3—x 2(5x+1)=)5x+3 X 5x 2

bdy=2-3c0x=-5c0=-5

X-X+%
5

1
5
Nuevamente se obtuvo una igualdad numérica, pero en este caso es falsa, pues 0 no es
‘=212 -5. Como las ecuaciones obtenidas en cada paso son equivalentes, la primera igual-
=< se verifica cuando 0 es igual a -5. Como esto nunca ocurre, se concluye que la ecuacién
== tiene solucion y su conjunto solucién es S=g.
Ya en el antedltimo paso es posible advertir que la ecuacién no tiene solucién, pues
= adn ndmero multiplicado por 0 da 5.
Zste tipo de ecuaciones se reconocen porque en algln paso se obtiene una igualdad
~_mérica (que no contiene a la variable) que es falsa (en este caso, 0 = -5).

&5 tienen por conjunto h .
.

13. Resuelvan las siguientes ecuaciones e indiquen en cada caso el 15. Determinen cudles de las siguiente
=njunto solucion., solucion =18,
x-3x=-20H) box-(1-%)=2x-1 2.200-1)+3 be+3) =3+ 5 x
L;.f.‘j ?37;(7] d.'—x42(x—'l]—’ X+ 2 b 7x=3(x=4)+9x=2(x+8)+ 11 {(x=3) =5

4 2 3 3 4 ) e e Iae cial]

16, ;Qué puede agregarse en |2 linea punteada para las siguientes

14, Inventen un"truco” (como el realizado en el problema 6) que ecuaciones tengan por conjunte solucion S =o?
Suncione siempre y otro que no funcione nunca. Expliquen por qué a,6(x-3)+ Z‘ (3- 1
sucede cada situacion, b. Z (2x—4) ~ 2,5 (x+9)=2r+3) = (2(=1) #...
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Sisetienen dos nimerosay
b solo puede ocurrir una de
estas tres condiciones:

a<b ; b<a o a=b

Esta propiedad se llama tricotomia.

El simbolo < se lee“menor o
igual”, Por ejemplo: 4 < 4 por
que se verifica el igual.
8 <10 por que se verifica el menor.

Se llaman inecuaciones
lineales con una variable
alas expresiones que pueden
reducirse a alguna de las formas
siguientes, siendo Ay B nimeros
reales.
Ax+B>0
Ax+B=0
Ax+B<0
Ax+B<0

74

Inecuaciones lineales

La resolucion de inecuaciones es (til para la bisqueda del conjunto de positividad o de

negatividad de una funcién lineal.

Problema 8

Hallar los conjuntos de positividad y negatividad de las siguientes funciones:

fix)=x-2

g(x)=2x-3 h(x) = —4x +5

Para encontrar los conjuntos de positividad y de negatividad de la funcion f(x) =x - 2.

se puede proceder del modo siguiente.

El conjunto de positividad de fes
el conjunto solucién de la inecua-
cién x-2>0.

Al resolverla, se obtiene:

x—=2>0

X>2=S=(2;+x) = (+=(2;+x)
De modo similar, se obtiene el con-
junto de negatividad de f-
x-2<0

xX<2=S=(-;2)=0 =(-»;2)

El conjunto de positividad de g es el
conjunto solucién de la inecuacion
2x-3>0.

Alresolverla, se obtiene:

2x>3 S x> 3

s T
S—(§,+oo) =EE —(§,+oo)
El conjunto de negatividad es
C=(-==;3)

"2

El conjunto de positividad de 4 es el
conjunto solucién de la inecuacion
—4x-5>0.

Al resolverla, se obtiene:
—4x>5 & - x> %
Si el opuesto de x es mayor que

2@x<—%@€*=(—w;—§)

4 4
El conjunto de negatividad es
C=(-25+)

FUNCIONES Y ECUACIONES LINEALES
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Problema 9

Hallar los valores de x que verifican las siguientes inecuaciones:
a.2(x+1)-3>2x+3 b.4x-4>2(2x-1)-2 n Las transformaciones
algebraicas que permiten

Si se resuelve la primera inecuacion queda:

2x+2-3>2x+3 =3 2x—-1>2x+3 = 2x-2x>3+1 = 0=>4

Se obtuvo una condicién numérica (sin la variable x) falsa, pues 0 no es mayor gue £, siguientes
independientemente del valor de x. Como paso a paso se fueron obteniendo expresiones r+g<box<b-a
=quivalentes, si “0 > 4” no vale para ningln valor de x, esto significa que la inecuacion Sia>e
ariginal tampoco se verifica para ningtin valor de x, es decir, la inecuacion no tiene solucion. g-x<b=x <f:
=ntonces: S=g. Sia<0

El otro caso presenta una singularidad diferente.
- 422(2x-1)-2 © bx-424x-2-2 @ bx-4b24x-4 © bx-bx2-4+4 = 020
Se obtuvo una condicién numérica (sin variable) que es verdadera independientemente

(]
-
N
0y
If
-
vV
(SY[S]

==l valor de x. Del mismo modo que en los casos anteriores, como en cada paso se fueron
sateniendo desigualdades equivalentes, se concluye que la desigualdad original también
<= verifica para cualquier valor de x, es decir, la inecuacion tiene por solucion a todos los
=ameros reales. Entonces, S=R.

Funciones definidas por tramos lineales

Problema 10

Una empresa paga los sueldos a sus vendedores seglin el siguiente criterio: un vende-
dor nuevo comienza con un sueldo de $ 600; cada afio de antigiiedad en el puesto, su
salario se incrementa en $ 100.

I ;Cual es el sueldo de un empleado que tiene un afio de antigiiedad?, ;y cuando la
antigliedad es de un afio y medio?

¥ ;Cuéles la grafica que pueden usarse para representar el salario en funcion del tiempo
de antigiiedad?

Al cumplir un afio, el sueldo de un vendedor nuevo se incrementara en $ 100, por lo que
zanaré $ 700. Al afio y medio, este empleado seguiré ganando $ 700, y este sueldo se man-
=ndré hasta que cumpla su sequndo ano de antigiiedad. Recién en ese momento, pasara a
zznar $ 800.

En casos como éste, la funcién lineal no es adecuada para representar a la situacién,
sorque los incrementos no son proporcionales al tiempo transcurrido.

Representando algunos valores se obtiene un grafico como el siguiente.

y($)a
10004 - ———@—o —— -
9604—+——————+—o 1~
8001 - ——o0—
Como el sueldo aumenta al momento de cum- ne] | el A ]
00— +————+—+ L L
500- S N S S S S R

durante todo su transcurso, la grafica resulta < 1

“escalonada”. 2 T T L ]
1004 ————— T

plirse cada nuevo afio y se mantiene constante
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Una funcién cuya formula

incluye distintos calculos
seguin cual sea el valor de la variable
independiente se llama funcién
partida.
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Problema 11

Una empresa de remises exhibe en su vidriera el siguiente cuadro tarifario:

Viajes de hasta 15 km:

Cargo fijo de $ 1,50, mas $2 por km
Viajes de mas de 15 km:

Sin cargo fijo, $ 1,80 el km

a. ;Cual es la formula que permite obtener el precio de un viaje en funcion de la distan-
cia recorrida?

b. ;Cuanto cuesta un viaje de 8 km con un remfs de esta empresa?

c. Si un pasajero pagé $ 26,10; ;qué distancia recorri6?

Para escribir la formula que sirva para calcular el costo del viaje en funcion de la di=
tancia recorrida, es necesario tener en cuenta que, segin la informacién presentada &
el cuadro tarifario, el calculo debe realizarse de un modo para ciertas distancias y de ot
modo diferente para el resto de las distancias. La formula que se busca debera contempl=
las dos alternativas.

Si se llama x a la distancia recorrida en kildmetros, el precio del viaje en pesos es 2x + 1.
cuando x es menor o igual que 15, y 1,80 x, cuando x es mayor que 15. Este modo de célcus
vinculado con condiciones sobre la variable x se sintetiza asi:

f(x)= 2x+1,5 51:)(315
1,80x six>15

Como 8 es menor o igual que 15, la formula que hay que utilizar para calcular el precs
de un viaje de 8 km es la primera, por lo tanto:
f(8)=2-8+1,5=17,5
Entonces, el precio de este viaje es de $17,50.

Para determinar el recorrido de un viaje de $ 26,10, hay que encontrar el valor de x pz=
el cual f(x) = 26,1. Pero, como hay dos expresiones para calcular el costo del viaje, el vai
26,1 puede ser resultado de cualquiera de las dos partes de la formula. Entonces:

Suponiendoquepertenece  Suponiendoquepertenece
al primer tramo... ' ~ alsegundo tramo... :
2x+1,5=26,1 1,8x=26,1
2x=24,6 x=126,1:1,8
x=12,3 x=14,5

El segundo valor obtenido no es solucion, debido a que la férmula usada es valida p==
distancias mayores que 15 km, y se obtuvo 14,5 km. El primero si es solucién, porgue -
formula usada es valida para distancias menores que 15 km, y se obtuvo 12,3 km. Entonce
quien pagd $ 26,10 realizd un viaje de 12,3 km.

FUNCIONES Y ECUACIONES LINEALES



funcion modulo

Lz funcion f: R - R / f(x) = ||, puede considerarse también como una funcion particz
o a que, para los valores de x positivos o el cero la imagen es el mismo nimero, mientras
zra los valores negativos de x la imagen es el opuesto del ndmero. En simbolos:
x six20
fx) =

-x si x<0

=ara graficar esta funcion, es conveniente confeccionar una tabla con algunos valores

vos y algunos valores negativos para x, ya que el médulo de un nimero se calcula de
~znera para los positivos y de otra para los negativos.

| \
1l
g ; 3
1 1 [ l
5 |
2 2 \
-1 1 157 B
-3 3 y .
il IS -3 = -1 1 : 3 g
B D i T
o3 3 Los puntos pueden unirse con lineas, porque
=2 .2

cada tramo de la grafica corresponde a una
funcion lineal.

~ Enel grafico se aprecia que el conjunto imagen es Im f= [0 ; +o°), lo cual se relaciona con
oropiedad ya conocida: el madulo de cualquier nimero real es un nimero positivo o cero.

El mddulo o valor

absoluto de un nimero
=5z distanciague hay enlarecta
numeérica entre dicho nimeroy el
0.Susle escribirse:

x| =xsixespositivoo Oy

97, Una pizzeria vende empanadasa $ 1,10 la unidad mas § 1 por envie,
‘= compras de hasta 60 unidades; para compras mayores, el precio por

d. Representen graficamenteaf.
e. Indiquen el conjunto imagen de .

wicad es de § 0,90y el envio es sin cargo.

& Cusnto cuesta el envie de 3 docenas de empanadas?

& = posible que un cliente haya pagado § 60 por el envic de empana-
s’ jPor qué?

& Encuentren una formula por partes que dé el precio a pagar en funcion
e 3 cantidad de empanadas compradas,

. La funcién signo de un ndmero real es la funcion que a los ritimeros
gestivos les hace corresponder comoimagen el 1, a1 0le hace
wrresponder el 0y a los nimeros negativos, el =1.5i se llama fa esta
mecion:

& Escriban una formula partida para f,

& Csleulenf(24) y f(=0,3).

& ==suelvan las siguientes ecuaciones: f(x)==1 fl)=4

19. La funcién parte entera de un numero real es la funcion que a cada
numero le hace corresponder el mayor NUMEro entero que sea menar o
igual que él, Liamando g a esta funcion, realicen lo padide.
a.Caleuleng(5,12),6(7),4(-2),§(=121),g(=12.9).

b, Representen graficamente g,

¢.Indiquen el eonjunte imagen de g.

20, a, Grafiquen las siguientes funcienes:

=2 |x|
hix)= |x|+3
b. Para cada una de las funciones graficadas determinen la imagen.
¢. Calculen los ceros de cada funcion.

gl ==3 lx|
i) = lx|=-4

d. Resuelvan las siguientes ecuaciones:
Lfix)=2 hgl)==1
LAl =7 W.ilx)=4
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m Siapositivoo 0

|x|=a,& x=abx=-a
Siaes negativo, [x| =anotiene
solucién pues el médulo es una
distancia y no puede ser negativa.

Siaes positivo

x| <ae-a<x<a
Siaesnegativoo 0
|x] < @ no tiene solucion pues el
madulo es siempre positivoy no
puede ser menor que un negativo
niqueO.

Siaes positivo

x| >ae= x>abx<-a
Siaesnegativo
|x| > a tiene por solucion cualquier
numero real pues el médulo es
siempre positivo y siempre es
mayor que un negativo.
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Ecuaciones e inecuaciones con modulo

En los ejemplos siguientes, se resuelven ecuaciones e inecuaciones que incluyen modi
los y se interpretan los procedimientos y las soluciones obtenidas en relacion con la funcié
asociada en cada situacion.

Ejemplo 1
Resolver la ecuacion |x| = 3 significa buscar los nimeros cuyo médulo es 3. Estos ndm:

ros son 3y -3. Entonces, el conjunto solucion es S ={3, -3}.

Si se considera la funcién f(x) = x|, vA

resolver la ecuacion |x| = 3 equi-

w

vale a buscar los valores de x cuya 24
imagen a través de fes 3, es decir, '

flx) =3.

2, 4 .
o . ) ] T T 0 T T il |
En el gréafico se interpretan las =3 -2 -1 N e
dos soluciones obtenidas analiti-
camente:
x,=3 y x,=-3 fx) =l
Ejemplo 2

Resolver la inecuacion |x] < 3 significa buscar los ndmeros cuyo médulo es menor que
El conjunto solucion de esta inecuacion es el intervalo (-3 ; 3).

En este caso, resolver la inecua-
cion |x] < 3 es hallar los valores de Y‘r

X cuyas imagenes son menores que !
3, es decir, f(x)<3. 27
EL gréfico permite visualizar que los |

valores de x que verifican la condi- =
cién anterior son todos los nimeros - —1-
delintervalo (-3 ; 3).

Ejemplo 3
Resolver la inecuacién |x| > 3 significa buscar los nimeros cuyo médulo es mayor que 3. £
conjunto solucién de esta inecuacion es (=eo ; =3) U (3 ; +c0).

En este caso, resolver la inecua-
cion |x| > 3 es hallar los valores

de x cuyas imagenes son mayores
que 3, es decir, f(x) > 3.

Los valores de x que verifican son los
ndmeros de los intervalos

(=05 =3)U (3 ; +00).
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21, Hallen la ecuacién de la recta que contiene a los puntos que se
“mdican en cada caso.

SR

22, Dadas las funciones lineales fix) =-5x+2 y g(x)= % x+ 1,hallen
analiticamente los valores de x para los cuales se cumple la condicion
“ncicada en cada caso, Cotejen gréaficamente fos resultados obtenidos.
b. fx)<-1 d.g(x) >3

!
i
' € gix)<-4

i1
l- F!.X)>2

I
23. Hallen la ecuacién de cada par de rectas que se muestran en los

‘3ficos, sabiendo que son perpendiculares.

|
. A A D
= 3_. = ';__,,3 ~
. 2.. — ’_,2_7 ——— -
i TR
g | i
 OEEETE 2 A0/ 2 3 x
£ £
L ' — S Zp-my 1 T F = ﬁ =
X,
\727 ) 4____1._2__1_, i L) 2

24, Resuelvan las siguientes inecuaciones e indiguen el conjunto

seducion en cada caso.

& —4x<0 b. -;—x+2>—5

e -2(x+6)<1 d.1-20x+4)2 -2
6-2x . By

‘-'———_3 >4 f.2 420

h.5+%<8

| 25, Resuelvan las siguientes ecuaciones, dando el conjunto solucién:

753 X X, X_5
@4 (x-5)=7-5(3-2x) b.4.2 t=¢
L2x—(1-x)=—x+4 (x+1) d.isi—az%ﬂ—x)

|
26. ;Serd cierto que la ecuacion: 12x+ 4y = 16 responde al mismo

arafico que la ecuacion y=-3x+47 Encuentren alguna explicaciénala

g=cision tomada.

27. ;Cusl de los siguientes graficos corresponde a la recta de ecuacion

y=- %x + 42 Expliquen cémo se dieron cuenta.

A 4

28. Se compraron paquetes de yerbaa S 1,80 cadz uno y paquetes de
azicara $ 1,10 cada uno, En total se gast6 $ 52,40. ;Cuantos paquetes de
cada uno se compraron? ;Hay una tinica solucion?

29, Sin realizar calculos, clasifiguen en oblicua, horizontal o vertical la

recta que determina el par de puntosindicado en cada caso.
Ty (321 1)

a.2;7)y(7;-2) b(3:3)y (373

) y{— d.(5;-2)y(1234 ; -2)

-4

e.(-20;1)y(-20 ;78)

W=
S

c|-3;

\

f.(4;5)y (54

30. Para cada una de las siguientes rectas, dadas en forma implicita,
indiguen si es oblicua, horizontal o vertical y escriban dos puntos que
pertenezcan aella.

b.x+0y=10

d. 2x-éy=7

ax+8y=1
COx+6y=1

31. Escriban las coordenadas de tres puntos que pertenezcan a cada una
de las siguientes rectas y represéntenlas graficamente.

a.x+y=10 b.-2x+6y=1

32. Cuando sea posible, expresen en forma explicita las siguientes
ecuaciones de rectas, dadas en forma implicita.

b.-2x+3y =1

d.5x+0y =3

a.5x+3y=4
c.0x+5y =1

33. Hallen el valor de p, sabiendo quelaa recta de ecuacion 3x-4y=p
intersecaal eje xen el punto (1;0).
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34, Hallen el valor de g, sabiendo que la recta cuya ecuacion es:

25x+a+y=10tiene pendiente 5.

35. jEscierto que |a ecuacién 2x + 5y =7 tiene el misme conjunto
solueion gue la ecuacién —4x =10y =147

36, Encuentren tres ecuacionies distintas para una misima recta.

37. Realicen el grafico de lafuncién f(x) = |x=2|, jPara qué valores de x
la funeion vale 67

38, Busquen mdltiplos de 3 que sumades a multiplos de 2 terigan como

resultade miitipios de 6.

39, Decidan qué grafico corresponde a cada ecuacion:

a&y==5x+1 b.2x=3y=2 Cy==5+4%
\ 1 /
\- /
\ /
L~

N

n

\>_</-w

N

T\

40, Decidan si cada una de |as siguientes afirmaciones es verdadera o
falsa, Justifiquen su decisién.

a. Las rectas horizontales no tienen pendiente,

b, Las rectas oblicuas tienen pendiente pesitiva.

€. Todas |as rectas perpendiculares a una recta vertical tiener pendiente 0,
d. Una solucién de la inecuacion || =6es x==8,

&, El conjunto solucién de la ecuacion | x| =6es S=(6}

f. La inecuacion x = x tiene por conjunto selucién 5= &,

g, Las ecuaciones de rectas dadas e forma implicita siempre pueden
escribirse en forma explieita,

h. La inecuacion: ¥ = 1 < xtiene eonjunto selucion S =a.

i, Lainecuacion: 2x > ¥ tiene eonjunte solucion S=&

41, Determinen si es cierto lo que dice el mage:

"Piensen un numero, sumenle 8, Al resultado multipliquente per 3 y resten
el nimero pensado. Al resultade dividanlo por 2y resten el niimere gue
pensaron, Cuando terminen lesdard 12”

42, ;Es cierto que para cualguier numero que se elija, en el momento de
truco en el gue el mago dice gue dividan por 2 el resultado serd siempre
entero?

43, Inventen otro truco gue funciene siempre, como el de la actividad 41,

44, Loslados del cuadrilatero ABCD, estan coritenidos en las rectas cuya
ecuaciones seindican.

Kéﬁy;31#1 ,j:y;=3x*2
CD:y=3x+4 D_A:y;=%x=l

Casifiquen al cuadrilaters ABCD, Justifiguen I3 clasificacién realizada,

45, Una empresa de fletes tiene el siguiente cuadro tarifario para el
traslado de mercaderia,

= § 2 elkm, mas un cargo fijo de § 9, para distancias de hasta 12 km.

= § 1,80 el km, mas un cargofijode § 10, para distancia mayores de 12 kml
a. jEs clerto que sale mas barato pedir un flete por 13 kim gue por 12 knil
iParqué? l
b, Enicuentren |a férmula gue permite calcular el precio del flete en
funcion de loskilometros recorridos.

€. Representen graficamente el precio a pagar por el flete en funcién de

{a distancia recorrida, ‘l
46, Para la fupcion:

=1 s x<2

fx) =

5=x six=22
a. Caleulen f(2);f(=3);/0);:£(3);f4). ]
b. Grafiquen Ia funcién fix),
¢. Determinen laimagen de fix),
d. Hallen los valores de x para los cuales se verifica cada una de Jas
siguientes condiciones:
Lfix)=0 I flx)=3 M. fx==1
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1. 5e compraron biromes y cuadernos. Se sabe que cada cuaderno costa-
22 50 centavos y cada birome costaba $1,50, y que se gastaron $37.

55 B representa la cantidad de biromes y C representa la cantidad de cua-
2e=mos, indiquen cudl o cudles de los siguientes pares de valores pueden
comresponder a las cantidades que se compraron.

2. Indiquen cudl o cudles de las siguientes expresiones representan todas

B=8;C=12
B=35;C=635

B=21:C=11
B=44;C=10

\=s soluciones al problema de la actividad anterior.

g

3. La recta de ecuacion Ax + By = C es vertical cuando:

&, L3s rectas cuyas ecuaciones son %x—y= Ty %x —y=4tienen ambas:

50C+150B=37
05C+1,5B=37

50B+1,5C=37
05B+1,5C=37

A=0yB=0
A=0yB=0

C=0yB=0
Ninguna de [as anteriores.

Pendiente positiva n
Ordenada al origen n
negativa.

Ordenada al origen positiva.
Ninguna de las anteriores.

5.5e sabe que el doble del anterior de un ndmero esigual al cuadrado del
=ansecutivo de dicho niimero. Si x representa dicho nimero, una ecua-
©on que representa el enunciado es:

. Entre las siguientes ecuaciones, una cuyo conjunto solucién es R es:

u -2 (x+4)+x=-x u
IR

7.Larecta de ecuacion Ax + By =4 es horizontal, por ejemplo, cuando:

2x-1)=x2+1

Ninguna de las anteriores.

2-(x=1)=(x+1)2
2-(x+1)=x2-1

-2-¥=-2

Ninguna de las anteriores.

A=0yB=4
A=4yB=0

A=4yB=4
Ninguna de las anteriores.

8. Larectade ecuacién 5x+ Ay =1 tiene ordenada al origen -1 cuando:

9. De una funcién lineal £. R — R se sabe que &l conjunto de positividad es

A=-5
Ninguna de las anteriores.

C* =@.Entonces, la grafica de la funcién es una recta:

10. De una funcién lineal se sabe que tiene pendiente negativa y ordena-

Vertical.
Ninguna de las anteriores.

Horizontal.
Oblicua,

da al origen positiva. Entonces, un cuadrante en el que la rectz no tiene

puntosesel:
ﬂ Primero. ﬂ Segundo.
n Tercero. n Cuarto,

11. Se considera la funcién £ R —» R / fix) = -6x - 4. Los valores de x que
verifican -8 < f(x) < 2 son...

B 3 5

[-16; 44)

n (-1,;2] n Ninguna de las anteriores.
2x-3 six<]
12.Seconsideralafuncién fR-> R/ f(x) =
x+1 six>1

Un valor de x que tiene imagen 3 es:

B - g
n D n Ninguno de los anteriores.

13. Larectade ecuacion 4x+ 3 y= 12 es paralela pero no coincidente

con la recta de ecuacion:

n y=—5;—x+4 u
n 4x-3y=12 n

- %1 +y=12
Ninguna delos anteriores.
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Problema 1
En una funcion de cine organizada por el club del barrio, se cobrd $ 5 la entrada para
adultos y $ 3 la entrada para menores. Los organizadores saben que recaudaron $ 516y

que asistieron a la funcién 140 personas. ;Cuantos adultos y cuantos menores vieron la
pelicula?

Una forma de resolver este problema consiste en designar con letras a las variables ¥
expresar la informacién dada en el enunciado mediante ecuaciones. |

Si se utiliza A para designar a la cantidad de adultos y M a la cantidad de menores; =
considerar el precio de las entradas, como cada adulto pagd $ 5y cada menor pagd $ 3,
calculo del total de dinero recaudado se puede expresar mediante la siguiente ecuacion:

5-A+3-M=516

Pero hay muchos pares de valores (A ; M) que cumplen la condicién planteada en
ecuacién anterior.

Por ejemplo:

siA=78yM=42 = severificaque:5-78+3-42=516

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES



Sin embargo, estos valores de Ay de M no son la solucion del problema, pues no suman

| 140, que es la cantidad total de asistentes a la funcion. Entonces, de todos los pares (4 ; M)

zue verifican la ecuacion anterior, solo se deben considerar aquellos que también verifiquen
‘= siguiente condicion: A + M = 140

Se construye asi un sistema de ecuaciones lineales 5A+3M=516
ccn el,cua.l se expresa que deben cumplirse dos con- [ A+ M=140
diciones simultdneamente:

En la tabla siguiente se presentan algunos valores para A y para M que son solucion de
= primera ecuacion.

- Para hallar cada uno de estos pares de valores, se eligié prime-

i 90 22 ro arbitrariamente un valor para M y luego se obtuvo el valor
84 32 correspondiente de A despejandolo de la primera ecuacion.
48 92
42 102

Todos estos pares de valores verifican la primera ecuacion. Para que alguno de ellos sea la
=olucion del problema, falta verificar que la suma de A y de M sea 140. De los valores de la tabla
- =Lque cumple esta condicion es M= 92 y A =48, es decir: 92 + 48 = 140.

Entonces, la respuesta es que asistieron 92 adultos y 48 menores a la funcién mencionada.

Sin embargo, la solucién fue obtenida practicamente por tanteo y si el problema es mas
complejo esta forma de resolucién es poco practica.

MATEMATICA 1

Si, porejemplo se toma
M=22ysereemplazaenla
ecuacion
5A+3M=516
5A+3-22=516
5A+66=516
54=450 > A=90

El procedimiento utilizado

nogarantizallegarala
solucion en otros casos similares, ni
ofrece la posibilidad de analizar si la
solucion obtenida es tnica.
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Al revisar el capitulo 3 se

puede recordar que siun
autovaa velocidad constante v
y sale aunadistanciadde una
ciudad, la distancia a esa ciudad
(D) en funcién del tiempo (t) esta
determinada por la férmula:

D=v-t+d

84

Bisqueda de un punto de encuentro

Problema 2

Un camion sale desde Mar del Plata hacia Buenos Aires, por la ruta 2, y viaja a una
velocidad constante de 30 kilémetros por hora. En el mismo momento, sale de Buenos
Aires hacia Mar del Plata, por la misma ruta, un auto que se desplaza a una velocidad
constante de 130 kilémetros por hora. Se considera que las dos ciudades distan entre si
400 km y que los vehiculos no se detienen en todo el camino.

;A qué distancia de Buenos Aires se cruzaran ambos vehiculos? ;Cuénto tiempo des-
pués de haber iniciado el viaje se produciré este encuentro?

Para interpretar este problema, es conveniente esbozar en un mismo gréfico la distancia a Bue-
nos Aires de cada vehiculo en funcién del tiempo transcurrido desde el comienzo del movimiento.

Como el camion sale de Mar del Plata, comienza a 400 km de Buenos Aires y se va acer-
cando, por lo tanto el gréfico que representa la distancia a Buenos Aires de este camion ir2
decreciendo. Ademéas, como avanza a velocidad constante, el gréfico sera una recta.

Como el auto sale de Buenos Aires y se aleja a velocidad constante, el gréfico de la dis-
tancia a Buenos Aires sera una semirecta que sale del origen de coordenadas.

Dist. a
Bs As (km)A

se cruzan los dos vehiculos corres- 400+ |

El lugar y el momento en el que

ponden, en el gréfico, a las coor-
denadas del punto de intersec-
cion entre las dos rectas, ya que
ese punto representa la situa- Sito camion
cion en la que los dos vehiculos
se hallan en el mismo lugar en el k.

>
Tiempo(horas)

mismo instante.

Entonces, para responder a las preguntas planteadas, se deben hallar las coordenadas
del punto de interseccion entre las rectas. Para poder hallar este punto, primero es necesz-
rio escribir las ecuaciones de las rectas.

Camidn: y = -30x + 400 Auto: y=130x

Hallar el punto de interseccion entre las rectas es encontrar el valor de x para el cuz
el valor de y en ambas ecuaciones es el mismo. Por ejemplo, cuando x vale 1, transcurrié 1
hora desde que ambos vehiculos comenzaron el movimiento; el camion recorrié 30 km y est
a 370 km de Buenos Aires, mientras que el auto recorrié 130 km y estd a 130 km de Buenes
Aires. Entonces, este valor de x no es el buscado. Para no seguir probando con muchos vale-
res, se busca un valor de x para el cual el resultado de -30x + 400 sea el mismo que el c=
130x, mediante el planteo y la resolucion de la siguiente ecuacion:

-30x + 400 = 130x
400 =130x + 30x
400 = 160x
2,5=X —»

Se interpreta que ambos vehiculos se encuen-
tran cuando transcurrieron 2 horas y media des-
de que empezaron el movimiento.
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L valor correspondiente de y puede calcularse reemplazando el valor de x obtenido en
~.=.guiera de las dos ecuaciones:

Para el camién: y=-30-2,5+400=325 Paraelauto:y=130-2,5=325

Se concluye que los vehiculos se cruzan a 325 kilometros de Buenos Aires cuando trans-
~_eron 2 horas y media de sus respectivas partidas.

Sise realiza el gréfico, teniendo en cuenta las formulas de la pagina anterior:

Camidn: y = - 30x + 400 Auto: y = 130x

Dist. a
Bs As (km)4

“uede observarse que el punto

2,5 ; 325) es el Gnico que perte-
~=ce a ambas rectas, es decir, se

2zn hallado las coordenadas del
zunto de interseccion entre ellas.

12 Tiempd(horas)

4 8

Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales
letodo de igualacion

tn el gréafico siguiente estan representadas las dos rectas asociadas a dos ecuaciones
2.z forman un sistema.

4
1/
IRy Eeian
y=3x+2 /
{ -4 e 1 =
B S e o o 0 o Y
1 / 2
-5X+y=-3 /
2 !

Las dos rectas se intersecan en un punto. Como cada recta contiene a los puntos cuyas
~-ordenadas (x ; y) verifican una de las ecuaciones, hallar las coordenadas exactas del pun-
== ceinterseccion equivale a resolver el sistema de ecuaciones, es decir, hallar el par (x; y)
== verifica ambas ecuaciones a la vez.

Uno de los procedimientos que puede usarse para resolver un sistema consiste en expre-

~=- ambas ecuaciones en funcién de una de las variables, en este caso:

y=3x+2 y=3x+2
=

1 -r =dy

moXty= 3 y=5x 3

MATEMATICA 1

En este problema, la

busqueda del punto de
encuentro se realizd mediante la
resolucién de un sistema de dos
ecuaciones con dos variables,
cuya Unica solucién es el punto
(2,5;325). Para verificar la
solucién obtenida, se reemplazan
x ey porestos valores en ambas
ecuacionesy se comprueba que se
obtienen igualdades.
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Este procedimiento se

conoce con el nombre de
método de igualacion, debido
a que consiste en“igualar”las
expresiones que se obtienen en
ambas ecuaciones al despejar la
misma variable.

El conjunto solucién de un

sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas es el
conjunto formado por todos los
pares de valores que son solucion
de ambas ecuaciones al mismo
tiempo.

A continuacion, se busca cudl es el valor de x para el cual se obtiene el mismo valor de y er
ambas ecuaciones, es decir, se halla el valor de x para el que se cumple la siguiente igualdad:

3x+2==x-3

N[ =

Quedd planteada una ecuacion cuya Gnica incognita es la coordenada x del punto ds
interseccion. Al resolverla, se obtiene:

S P
3x 2x 3-2
D e
§X— 5
——EsD
X= 5.2
X=-2

Entonces, parax =-2, las rectas coinciden. Falta averiguar cual es el valor de y que corres-
ponde, en ambas rectas, a este valor de x. Para encontrarlo, se reemplaza el valor obtenidz
para x en una de las ecuaciones dadas:

y=3x+2=2y=3(-2)+2 @ y=-4

Si el valor de x obtenido se reemplaza en la otra ecuacion, se obtiene el mismo vales
para y, pues -2 es el valor de x para el cual el valor de y en ambas expresiones es el mismo.
Por eso, este reemplazo es (til como estrategia de verificacion. En este caso:

(_2) -3=-£4 = y=_4L——p Elvalorobtenido coincide con el

1A [ s
[RSIIE

hallado en el calculo anterior.

r(-2:-4) =s |2 solucion del sistema de ecuaciones. Esto se refleja en &
recias se infersecan en un solo punto que es el (-2 ; -4).
on delsistemaesS={(-2; -4)}

un dnico punto comdn. Por eso, este sistema de ecuaciones es compe-

Problema 3

Una empresa fabrica dos tipos de productos. Para tomar decisiones relacionadas con

l2 produccion, un especialista estudio comparativamente la evolucion de las ventas de
ambos y obfuvo que, durante un cierto periodo, las ventas (y, en miles de pesos) en
funcion del precio por unidad (x, en pesos) se podian aproximar mediante las siguien-
tes funciones lineales.

Producto A:y=%x+ 30 Producto B:y=%x+ 35

¢Para qué precio se igualan las ventas?
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El precio para el cual se igualan las ventas sera aguel valor de x que provogue que se
senda la misma cantidad de ambos productos, es decir, el valor de x parz el cual las formulas
Zenen el mismo resultado. Esto se expresa a través del siguiente sistemz de ecuacionss.

o
y—2x+30

_2
y-3x+35

Aligualar las formulas y resolver la ecuacion que queda planteada, se obtiene:

%x+30=%x+35
%x—%x=35—30
—%x=5
ces: (-4
x=-30

Como la variable x representa el precio por unidad, el valor obtenido no es un valor
cosible para esta variable. En el grafico siguiente se representan las rectas asociadas al
=istema de ecuaciones considerado.

A Ventas

(en [miles de éesos
O

Las rectas se intersecan en un Gnico S =

punto que tiene abscisa -30. El sis-

tema de ecuaciones es compatible

determinado, pero la solucién obte-

20
Y

nida no tiene sentido en el contexto A
en el que se planteo el problema. R
L i
-2 |0 20 40 Precio por
unidad ($)
—— Producto B —— Producto A

Se concluye que no hay ningln precio por unidad para el cual se igualen las ventas de
=mbos productos.

-
1.Hallen, en cada caso, analitica y gréficamente, el punto deinterseccion 4. Hallen el punto de interseccién entre los graficos de las siguientes “
=nire las gréficas de las siguientes funciones lineales. funciones lineales:
a.fx)=2x+1yg)=3x+2 b.fix)=-2x+1y g(x):%x vA

_ o . \ -/
2. Resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones. \ =
_‘_\\—4_ e
a. y=-4x+2 b. y:%x fN y
=1 =03 \ 7
y—jx—4 y——zx+5 N\ |/
N
3. Dos autos parten simultdneamente, se desplazan por una misma ruta A =
Tt 11t - >
«van en la misma direccién, para realizar un viaje de aproximadamente i 14 A i
500 km. El primero lo hace a una velocidad constante de 120 km/h; el / z
otro parte desde un pueblo que se encuentra sobre la misma ruta pero 60 3

«mméas adelante, y se desplaza con una velocidad constante de 90 km/h.

:Alcanzard el primer auto al segundo? ;En qué momento?
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Problema 4
Actualmente, un hombre tiene seis veces la edad de su hijo. Hace dos afios, el padre era

ocho veces mayor. ;Qué edades tienen ambos actualmente?

Las dos incégnitas que plantea el problema son las edades de ambos. Para designar lz=
variables con precision, puede elegirse, por ejemplo, la actualidad como referencia:

Edad actual del padre: Edad actual del hijo:
p h

Es conveniente expresar también las otras edades a las que se hace mencion en el enur-
ciado, en funcion de las variables elegidas:

Edad del padre hace dos anos: Edad del hijo hace dos afos:
p-2 h-2

Luego, debe expresarse en ecuaciones la informacién dada en el enunciado.

Actualmente un hombre tiene seis  La edad del padre es la que resulta

. L = =6-h
veces la edad de su hijo. de multiplicar por 6 a la del hijo. 2
La edad que tenia el padre hace
Hace dosanos, el padreeraocho  dos anos es la que resulta de mul-
< 0 - p-2=8-(h-2)
veces mayor que el hijo. tiplicar la del hijo en ese momen-
topor8.

Queda planteado un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:
p=6h
p-2=8(h-2)

Como ya se sabe que p = 6h, es conveniente sustituir esta expresion para p en la sequnzz
ecuacion del sistema, asi:

6h-2=8-(h-2)

Resolviendo la ecuacion anterior, se averigua el valor de h:

6h -2 =8(h-2)

6h-2=8h-16

-2+16=8h-6h
14 =2h

h=7 —— El hijo tiene 7 afios.
Para calcular la edad del padre, se reemplaza en la primera ecuacion el valor obtenizs

para h:
p=6h=p=6-7=p=42 —> Elpadre tiene 42 afios.
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“demas del método de igualacion, existen otros métodos para la resolucién de sistemas
== =cuaciones lineales. En el problema anterior no se utilizé el método de iguzlacion, s=
= z0 el método de sustitucion. En el siguiente ejemplo se explica este método con mas

c=zlle

Zemplo 1
| 5+y= 3 Para resolver este sistema aplicando el método de sustitucion se
4 2 realizan los pasos siguientes.
 2x+3y=4

Primero, se elige una de las ecuaciones y se despeja cualquiera de las variables. Por

==mplo, se despeja la variable y de la primera ecuacion.
X i = _ X
5 +y=3=y= > +3

La nueva ecuacion obtenida es equivalente a la original. Los pares (x ; y) que sean solu-
=on del sistema deben cumplir esta ecuacion y también la sequnda ecuacion del sistema

=-ginal.
El paso siguiente consiste en sustituir la expresion obtenida para y en la otra ecuacién
2=l sistema:
2x+3y=4
_ ¥
2x+3~(—§+3)=4

La ecuacion que quedé planteada tiene una sola variable; al resolver esta ecuacién se
zlla el valor de x.
2x+3 -(—5+3)=4

2
2x—%x+9=4
%x=4—9
o5 ff
x=-10

Una vez hallado el valor de x, se lo reemplaza en la expresién en la cual se despejo y. De
=ste modo, se halla el valor de la otra variable:

-1
y=—g+3: Parax=—10,y=—( 20)+3:>y=8

>
Entonces, el par ordenado (-10 ; 8) es el dnico par de valores que verifica ambas ecua-
Siones simultaneamente. Se concluye que el sistema es compatible determinado y su con-
“unto solucién es S={(-10 ; 8)}.

MATEMATICA 1
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El método de sustitucion
consta de los siguientes
pasos:
1. se despeja una variable de una
de las ecuaciones;
2.se sustituye la expresion
obtenidaen 1enla otra ecuacién
y seresuelve la nueva ecuacion
planteada. Se halla, asi, el valor de
una de las variables;
3. sereemplaza el valor obtenido
en el paso 2 en la expresion que se
obtuvo en el paso 1. Asi se halla el
valor de |a otra variable.
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Con el siguiente ejemplo se sintetizan los pasos que deben realizarse para resolver us
sistema de ecuaciones por sustitucion.

Ejemplo 2
Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

[ 2-3x=2y
{ - 1
| X+5y= 5

Para resolverlo por sustitucion se realizan los pasos siguientes.

1. Se despeja una variable de una de las ecuaciones.

Es conveniente elegir la ecuacion y la variable para las que el despeje
resulte mas sencillo. En este caso, es conveniente despejar la variable 17

x de la segunda ecuacion. St

x+5y=%

2-3x=2y
2-3-(Z-syleyy

2.Laexpresion obtenida en el paso 1 se sustituye por lavariableenlaotra 5 _17, 4 Sy=2y

ecuacion. Queda planteada una nueva ecuacién con una sola varia- 2 17
ble. Se resuelve esta ecuacidn y se obtiene el valor de dicha variable. 15y-2y=-2+ i
_13
13y= 5
]
Y=3
=17
X==g Sy
1.
3. Elvalor hallado para la variable en el paso 2 se reemplaza en la expre-  Paray=s-
sion obtenida en el paso 1. Se obtiene asi el valor de la otra variable. xz%— 5 %
=4
=3

W=

Se ha encontrado que el dinico punto que verifica ambas ecuaciones es ( ; %) . Este siste-

ma es compatible determinado, y su conjunto solucién es

B R ¢
sfi:4]
Problema 5
Buscar dos ntimeros que cumplan que la diferencia entre la mitad del primero y la ter-
 cera parte del segundo es 1y que la diferencia entre el triple del primero y el doble del
segundo es 6.

W[
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Para resolver este problema es posible escribir las ecuaciones que lo representzn y cons-
“uir un sistema, ya que deben cumplirse dos condiciones simultaneamente:

%—%= 1 Una vez escrito el sistema, para resolver el problema hay gue
intentar encontrar la solucién. Sin embargo, en este caso se pre-
. 3x-2y=6 senta una situacion diferente de las anteriores, como se muestra

en el desarrollo que sigue.

3X-2y =6 3x=6+2y
S=elige, por ejemplo, despejar la variable x en la segunda

7 6+2y
=cuacion. e
- h-g-1e
Sesustituye la expresion obtenida en la otra ecuacion y se resuelve
= ecuacion con una variable que queda planteada. 6 zzy 1 % Lo

1) o =
1+3y 3y—14:>1 1

Como la igualdad obtenida es siempre vélida, significa que, para cualquier valor que se

=7iadey, siempre se cumple la sequnda igualdad. La ecuacién tiene infinitas solugionzes va
Y

=2 puede elegirse cualquier valor para y con el cual, a partir de la condicién x =
“=termina el valor de x, por lo tanto, existen infinitos pares (x ; y) que verifican las condi-
—ones propuestas en el problema.

Por ejemplo si se elige y = 9 el valor de x correspondiente es x = % = 8. Por lo tanto
‘25 nimeros 8 y 9 son una solucién del problema. De igual manera se podria utilizar cual-
zuier valor de y.

Se concluye que el sistema tiene infinitas soluciones y se lo llama compatible indeterminado.

Para cualquier valor de y, el correspondiente valor de x puede obtenerse con el calculo
siguiente:

_6+2y

- : : 6 .
Los pares que son solucidn del sistema tienen la forma ( +32y ;y), con y cualquier
~amero real que se quiera elegir.

Entonces, el conjunto solucién, se puede expresar del siguiente modo:

S={
“
7. Hallen dos niimeros, sabiendo que su suma es 9y su diferencia es 2. e

5. Resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones por sustitucion.

6;2y;y), yeR}

a.jr§+y:5 b.{x+%:1 c.{2y+x:12
{—x+ 2y-4=0 2x-3y =6 2y=x+8 8.En un bolso hay 40 monedas, t 25 y 50 centavos. Si en total hay

$16,50, ;cuantas monedas de cada valor hay?

8. Julieta gast6 $107 comprando en un kiosco 5 ejemplares de una

revista y 7 ejemplares de un libro. Marcelo compré en el mismo kiosco

3 de esasrevistasy 14 de esos libros y gasté $172. ;Cuanto cuesta cada

revista y cada libro?

9. Dos de los angulos de un cuadrilatero miden 70° y 80°,
respectivamente. La diferencia entre las amplitudes de los otros dos es

18, Hallen la amplitud de cada uno de los éngulos desconocidos.
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Sise multiplican todos

los coeficientes de una
ecuacion por un mismo numero se
obtiene otra ecuacion equivalente,
es decir, la nueva ecuacion tendrd
el mismo conjunto solucién que la
original.

Pararesolver un sistema por

el método de reduccion
por sumas o restas se realizan los
siguientes pasos.

1.Se expresan ambas ecuaciones
en forma implicita.

2. Semultiplican o se dividen
todos los coeficientes de una de las
ecuaciones por un mismo numero,
de modo que los coeficientes de
una de las variables, en ambas
ecuaciones, resulten iguales en
valor absoluto.

3.Se suman o se restan la ecuacion
obtenidaen el paso 2 conla

del sistema original, que no fue
alterada, de manera quese anulen
los términos que contienen a

una de las variables; esto permite
obtener una ecuacion con unasola
variable. Se resuelve esta ecuacion
y se halla el valor de una de las
variables.

4. Se sustituye el valor obtenido
en el paso 3 en cualquiera de las
ecuaciones originales y se obtiene
elvalor delaotravariable.

Método de reducciéon por sumas o restas

En paginas anteriores se habld de diferentes métodos para resolver sistemas de ecuacic-

nes: sustitucion e igualacion. Con el siguiente ejemplo se analizara el método de reduccic

por sumas y restas.

Ejemplo
Se considera el siguiente sistema:
5x-2y=4

2x-4y=4

Al analizar las rectas asociadas a las ecuaciones de este sistema, las mismas estan dadz:

en forma implicita. Para casos como éste, es conveniente aplicar el método de reduccion per

sumas o restas, que consiste en los siguientes pasos.

1. Se reemplaza una de las ecuaciones del sistema por otra
equivalente, elegida de modo que los coeficientes de alguna de las
variables, en ambas ecuaciones, resulten iguales en valor absoluto.
Para este caso, resulta Util multiplicar por 2 todos los coeficientes de
la primera ecuacion. De esta manera el coeficiente de y en la primera
y en la segunda ecuacion resulta ser 4.

2. La ecuacion transformada y la otra, se suman o se restan, segtin
convenga, y se obtiene una ecuacién con una sola variable.
En este caso, se restan ambas ecuaciones y se obtiene otra ecuacion

equivalente cuya Unica variable es x.

3. Se resuelve la ecuacion obtenida, y se halla el valor de una de las
variables.

4. Se sustituye el valor hallado en cualquiera de las ecuaciones
iniciales, seresuelve y se obtiene el valor de la otra variable.

S5x-2y=4
Vil
10x-4y=8
10x-4y =8
C x-4y=4
8x=4
8x=4
x-1
2x—4y =4
1 5.1 5=
x—2:>2 (2) 4y =4
y=-3

En este caso, se concluye que el sistema es compatible determinado y su conjunto sole-

cién esS={(%;—%)}

10. Resuelvan por el método de reduccién por sumas o restas los

siguientes sistemas de ecuaciones.
a. {4x+ 3y =3

X=6y =2
b. [9x-y+1=3

[Sx+ 2y-2=1
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¢ |5x+2y=-4
l—2x+y:5

d. [2x~3y:1
4x+6y=2
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Como todo sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables puede asociarse
Zos rectas, es importante considerar que dos rectas no siempre s

Zjemplo 1
Por ejemplo, si se despeja la variable y en las ecuaciones del sistemz siguient=
[ -3x +y=1
-3x+y=4

se obtiene otro sistema, que es equivalente al anterior:

[y=3x+1

y=3x+4

Esta forma de expresar las ecuaciones permite apreciar que se trata de dos ecuaciones
=sociadas a dos rectas que tienen la misma pendiente y distinta ordenada al origen, es
==cir, son rectas paralelas no coincidentes. Como las rectas no tienen puntos en comin, el
—onjunto solucion del sistema de ecuaciones es S = o. Es decir, no hay ning(n par de valores
«: ) que verifiquen simulténeamente ambas ecuaciones.

Si se intenta resolver este sistema con el método de igualacién, se obtiene lo siguiente.

3x+1=3x+4
3x-3x=4-1
0 =3 - absurdo

Al resolver la ecuacion se llega a una expresion falsa. Se concluye que la ecuacion plan- n Un sistema de ecuaciones
z=ada no tiene solucién, es decir, no hay ningln valor de x que la verifique. En consecuen- lineales que no tiene
=ia, tampoco hay ningin valor de y. Entonces, el conjunto solucién es S = ¢ y el sistema es solucpn sellama {r?compatlble.
; Su conjunto soluciénesS=oy
ncompatible.

las rectas que representan las
ecuaciones son paralelas no

" / coincidentes.
4/« /
No hay ningin punto que perte- 21 //
nezca a ambas rectas. La repre- ‘,/2_ /
sentacion grafica de ambas rectas 2 // .
comprueba lo obtenido a través / / 5
del procedimiento algebraico. = //—1’ /0 TR
o
Ejemplo 2
y=5x-1
Para resolver el siguiente sistema:
10x -2y =2
Si se transforma este sistema en otro equivalente, de la misma manera que en el ejemplo
anterior:
"y=5x—1 = ‘y=5x—1 = [y=5x—1 — [y=5x—1
110x—2y=2 -2y=-10x+2 -y=-5x+1 y=5x-1
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Un sistema de ecuaciones

lineales que tiene infinitas
soluciones se llama compatible
indeterminado.
Su conjunto solucién se expresa asi:

S={x,; mx+b),xeR}

siendoy=mx+ b la ecuacion de
cada una de las rectas que lo forman,
que son paralelas coincidentes.

94

En (a Gltima expresion obtenida para el sistema, se advierte que esta formado por dos
rectas coincidentes. Entonces, ambas rectas tienen infinitos puntos en comin: todos los |
puntos que las forman. Los sistemas como éste tienen infinitas soluciones. |

Igual que en el caso anterior, puede analizarse qué sucede al resolver el sistema con = {

método de igualacion. Para realizarlo, se plantea la ecuacion y se la resuelve:

5x-1=5x-1
5x-5x=-1+1
0 =0 - La expresién obtenida es verdadera para

cualguier valor de x.

Se concluye que cualquier valor de x verifica la ecuacion. Falta buscar el valor de y qus
corresponde a cada valor de x, reemplazando su valor en la ecuacién y = 5x - 1. En el cuadre
siguiente se muestra como se obtienen algunas soluciones.

Elpar(2;9) esunade las infinitas

el R T soluciones del sistema.

Elpar(-1;-6) es otra de las infinitas

Parax=-1 = y=5-(-1)-1 = y=-6 soluciones del sistema.

De este modo, se puede seguir obteniendo soluciones para cualquier valor que se eliiz
arbitrariamente para x. Como no es posible enumerar las infinitas soluciones del sistema, ==
busca alguna manera de expresarlas. Como para cada valor de x, el valor de y correspondier-
te se obtiene con el calculo 5x - 1, los infinitos pares (x ; y) que son soluciones del sistem=
tendran la forma (x ; 5x - 1), siendo x un nimero real cualquiera. Esto puede expresars=
simbdlicamente del modo siguiente:

S={(x;5x-1), xeR}

La representacion grafica de este
sistema de ecuaciones muestra

dos rectas coincidentes. Todos los
pares (x ; y) que son las coorde-
nadas de los puntos de esta recta

verifican simultdneamente las dos =4 =3 =2

ecuaciones gue componen el sis-
tema, es decir, son soluciones.
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Clasificacion de sistemas de dos ecuaciones lineales

Todo sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables esta asociado a un par de rec-
25 en un sistema cartesiano. Por eso, la clasificacion del sistema, y, por ende, la cantidad
e soluciones que tiene, guardan estrecha vinculacion con la relacion entre las rectas que lo
~=presentan graficamente.

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables puede ser. ..

1 Notiene solucion.
B Lasrectasson paralelasno

I Lasolucién es tnica. B Tieneinfinitas soluciones.  coincidentes.
I Lasrectasseintersecanen B Lasrectasson paralelas
un punto. coincidentes.

S IR S B 4 O

Cuando las dos ecuaciones que componen un sistema estan expresadas en la forma
=xplicita, es posible anticipar la cantidad de soluciones que tiene el sistema y clasificarlo,
como se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo
y=4x-3 y=6x-3 y=-2x+1

y=4x+1 y=3x-2 y=-2x+1

I Las rectas asociadas al sistema A tienen igual pendiente y distinta ordenada al origen, es
decir, son paralelas no coincidentes. Este sistema es incompatible.

¥ Las rectas asociadas al sistema B tienen distinta pendiente, de lo cual se concluye que se
intersecan en un punto. Este sistema es compatible determinado.

¥ Las rectas asociadas al sistema C tienen la misma pendiente y la misma ordenada al ori-
gen, es decir, son rectas coincidentes. Este sistema es compatible indeterminado.
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A
11. Resuelvan los siguientes sistemas de ecuaciones y represéntenlos 12. Sin resolverlos, clasifiquen los siguientes sistemas de ecuaciones: “
graficamente. . y=3x-1 . y=2x—% ) y=—§x+1
a. y:%x b. ¥= ‘14)(”] .l)’=%x+% '[y=2x 'ly=—%x+1
y=3-- dhshi=s




Cuando en una ecuacion
aparece otra letra ademas de
las variables, se la llama parametro.
Por ejemplo en la ecuacion
y=6x+Kk,
kes el pardmetro y permite asociar a
cualquier recta con pendiente 6.
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Sistemas de ecuaciones lineales y parametros

En las ecuaciones que componen los sistemas que se estudian a continuacion se omiten
algunos datos y se analiza el tipo de sistema que se obtiene y la cantidad de soluciones que
tiene, en cada caso, segln los valores que se asignen a los datos faltantes.

Problema 6

En cada caso determinar los valores que pueden reemplazarse en la linea punteada para
que el sistema sea:

a.|y=3x+1 incompatible.
y=.Xx-2

b.fy=3x+1 compatible indeterminado.
V=ix =2

Cly=3x+1 compatible determinado.
y=.x-2

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables es incompatible cuando las
pendientes de las rectas asociadas a las ecuaciones son iguales y las ordenadas al origen
son distintas. En el problema a, las ordenadas al origen son distintas y lo que hay que
completar es la pendiente de la segunda recta. Si las lineas punteadas se completan con el
nimero 3, las pendientes resultan iguales. Entonces, el sistema resulta incompatible cuan-
do la linea punteada se completa con el valor 3.

Un sistema es compatible indeterminado cuando, tanto las pendientes de las rectas
asociadas a las ecuaciones, como las ordenadas al origen, son iguales. En la parte b, las
ordenadas al origen son distintas y no pueden modificarse. Entonces, no hay valor posible
para el que el sistema pueda resultar del tipo pedido.

Un sistema es compatible determinado, cuando las pendientes de las rectas asociadas
a las ecuaciones son distintas. En la parte c lo que hay que completar es la pendiente de
la segunda ecuacion, para que las pendientes de las rectas sean distintas puede elegirse
cualquier valor, excepto el 3. Entonces, el sistema sera compatible determinado para todos
los nimeros reales excepto para el 3.

Problema 7
Determinar para qué valores de k€ R el sistema es compatible determinado, compati-
ble indeterminado o incompatible.

y=2x+k

[y =2x+3

Como las pendientes de las rectas asociadas a las ecuaciones son iguales, se concluye que
no existen valores de k para los cuales el sistema pueda resultar compatible determinado.

Para k = 3, el sistema resulta compatible indeterminado, porque, en este caso, ambas
rectas tienen pendientes y ordenadas al origen iguales.

Para todos los demas valores reales de k, el sistema es incompatible, porque las rectas
tienen pendientes iguales y ordenadas al origen distintas.
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Es importante tener en cuenta que un sistema de ecuaciones que contiene un parame-
—o representa a infinitos sistemas de ecuaciones, uno para cada valor que se le asigne al
carametro.

Por ejemplo, en el dltimo caso:

AT PR P g TSI RRNTummRSw—TS—™wy vvwy™

: y=2+3 El sistema resulta compatible
Parak=3 el sistemaes: ; :
y=2+3 indeterminado.
y=2x-1
Sarak=-1 el sistema es: El sistema resulta incompatible.
V=2x+3

Un sistema de ecuaciones con un parametro es una familia de sistemas. El anélisis desa-
~ollado permite agrupar los sistemas que pueden presentarse en relacion con los valores
~_= puede tomar el pardmetro.

| Hay que tener en cuenta que es diferente analizar, dentro de una familia de sistemas,
-=rz qué valor del pardmetro el sistema tiene determinada caracteristica, que resolver el
“stema.
Por ejemplo, en el caso del problema 6 de la pagina anterior, se obtuvo que hay infinitos
zlores para los que el sistema dado resulta compatible determinado (cualquier valor de k
=stinto de 3).
Encontrar los valores de k que cumplen esa condicién no aporta ninguna informacion
=c=rca de cual es la solucion del sistema que queda al reemplazar &, solamente da informa-
—an sobre cuantas soluciones tiene. Si se quiere conocer cual es la solucién del sistema que
== obtiene al reemplazar k por algln valor en particular, se lo debe resolver.

Problema 8
2 | 2X+3y=4 Determinar para qué valores reales de m € R el sistema es compati-
4x+my=28 ble determinado, compatible indeterminado o incompatible.

y- % xX=6 Determinar para qué valores reales de a € R el sistema es compati-
b. ble determinado, compatible indeterminado o incompatible.

- . 2X+3y=4
Sim=0elsistema queda:
4x+0y=8

De la segunda ecuacién x=2, yentonces2-2+3y=4=y=0.
Cuando m =0, el sistema es compatible determinado.

Sim =0, el primer sistema puede ser trasformado en otro equivalente, con las ecuacio-
=5 de las rectas en forma explicita, de la siguiente manera:

(2x+3y=4 {3y=—2x+4 y=-=XxX+

= =

my=-4x+8 y=-=x+

3|_p w|ro
SIOO [GSTHEN

(bx+my=8

MATEMATICA 1
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Para que el sistema sea compatible determinado las rectas deben tener distinta pen-
diente, es decir:
2 4

—§¢-m4:>2m¢124:)m:=6

Por lo tanto, si m = 6 las rectas tendran distinta pendiente, entonces el sistema ser=
compatible determinado.

Para m = 6 las pendientes son iguales y, al analizar las ordenadas al origen, se tiene:

=

|00
W[

8
m

Las ordenadas al origen son iguales.

Entonces, para m = 6, las rectas tienen la misma pendiente y la misma ordenada al or-
gen, es decir, son coincidentesy por lo tanto, el sistema es compatible indeterminado.

Como no hay otro valor para el que las pendientes resulten iguales, se concluye que parz
todos los demas valores de m, excepto para m =6, el sistema es compatible determinaco &
no existen valores que puedan darse a m de modo que el sistema resulte incompatible.

Para resolver el segundo problema es conveniente expresarlo con ecuaciones equivalen-
tes a las originales, en las cuales las rectas asociadas estén expresadas en forma explicita.
Esto se logra despejando la variable y en cada ecuacion.

y—%x=6 y=%x+6 y=%x+6

a-y
3

X= 3x=a-y y=-3x+a

La Gltima expresion obtenida para el sistema permite analizar la relacion entre los
coeficientes y la clasificacion del sistema. Las rectas tienen pendientes iguales, cuando s&
a

cumple que: 5= -3a=-6

En este caso, las ordenadas al origen son distintas: unaes 6y la otra es -6.

Entonces, para a = -6 , el sistema es incompatible. Como no hay otro valor de a para =
cual las pendientes resulten iguales, para ningn valor de a resulta un sistema compatibls

indeterminado.
Para todos los valores de a distintos de -6, el sistema es compatible determinado.
-
“ 13. Completen, en cada caso, las lineas punteadas con un valor para 14. Indiquen, en cada caso, para qué valores reales de cel sistemaes
‘ el cual la clasificacion indicada resulte correcta. En los casos en que se compatible determinado, compatibleindeterminadooincompatible.
completa con més de un valor, los valores que se buscan no deben ser
necesariamente iguales. Indiquen en cada casossi el valor o los valores 2 [y:%x +1 b {y:x—3 i {y:4x+c
que eligieron son los Ginicos posibles. y=Cx-1 y=c-x-3, y=5x+cC
a'[yzzx—% b'{y:4x+l . y:%x+‘i d.\y::;’-)wc4 e‘{y=7x+1§
y=.x+1 y=4x+ .. VT E y=C:X+% y=(c+1)x+2
Compatible Compatible Incompatible. )
determinado. indeterminado. 15. Hallen, en cada caso, los valores de a para los cuales el sistema dado
es compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible
d{y:%x%—.... . y=5x-1 ’
Y=4X+ ... y=3x+.. al‘[axv3y:1 b, {a)ﬁy:/l
Compatible Incompatible. [ 2x-9y=2 S5x+4y=16
determinado.
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Sistemas con mas de dos ecuaciones

Problema 9
Encontrar, si existe, alglin punto que pertenezca a las tres rectas que se presentan a
continuacion.

X+y=4 -3x+2y=3 y=3x+3

Para responder esta pregunta es posible pensar lz interseccion entre las tres rectas como
= sistema de tres ecuaciones lineales con dos variables:
[ X+yv=4
{-3x+2y=3

y=3x+3

Una forma de resolverlo es encontrar, en principio, la interseccion entre dos de las rectas.
Por ejemplo se toman las dos primeras ecuaciones y se resuelve el sistema obtenido poi
sustitucion.
( x+y=4
1 -3x+2y=3

Y=b-x>-3x+2-(4-X)=3=-3x+8-2x=3 & -Hx=-5 < x=1
El valor de y es:
y=b-x>y=4-(1)=3

Las dos primeras rectas tienen come dnico punto comdn al (1 ; 3), por lo que el dltimo
sistema planteado es compatible determinado. Pero, si hay un punto que pertenece a las
or=s rectas, ese punto debe pertenecer a la tercera recta; si no pertenece, no habria ningin
zunto comin a las tres rectas.

El punto (1 ; 3) no pertenece a la tercera recta porque no verifica su ecuacion que es

y=3x+3:

3z3-(1)+3<3=6

Esto significa que las tres rectas no se intersecan en un mismo punto, por lo tanto, el
=istema formado por las tres ecuaciones es incompatible.

Otro modo de comprobar el resultado obtenido es mediante un gréfico:

Puede observarse que las tres L
{

rectas no se intersecan en un
mismo punto.
—— —3X+2y=3

—— yi=3%+3
— X+y=4

i e |
~
*
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u Si se arman sistemas con dos

de las ecuaciones, resultan
compatibles determinados (cada
par de rectas tiene un punto comun),
pero el sistema formado por las tres
es incompatible porgue no hay pun-
tos comunes a las tres.
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16. ABCD es un cuadrilatero. Las ecuaciones de las rectas que contienen

alos lados son las siguientes.

AB:y:%xH AD: y= -2x+1
CD: y= %x+6 BC y=-2x+10

a. (asifiquen el cuadrilatero
b. Hallen las coordenadas de los vértices del cuadrilatero.

17. Sise sabe que lasigualdades ax+ by=10 y bx+ay=11,
secumplen cuandox=1 e y=2. ;Qué niimeros son ay b?

18. LarectaR, contiene al punto (~1;-3) einterseca al eje de abscisas
en 3.LarectaR, interseca al eje de ordenadas en Oy es perpendicular a
R,.Representen graficamente lasituacion y hallen las coordenadas del

punto de interseccion entre ambas rectas.

19. Dos ndmeros cuya diferencia es 9 cumplen ademas que la suma
entre el duplo del primero y el triple del segundo es 24. ;Cuéles son esos
ntmeros?

20. En una heladeria, Maria compré tres cucuruchos y dos vasitos y gasto
$ 3,35.En la misma heladeria, Juan compré dos cucuruchos y tres vasitos
del mismo tipo, y gastd $ 3,15. ;Cudl es el precio de un cucurucho y de un

vasito?

21. Carlos cargo en el tanque de su auto 4 litros de nafta stipery 1 litro
de nafta comtin, y gast6 $ 24,5. En otra ocasion, habia cargado 4 litros

de nafta comuiny 1 litro de nafta stiper, y habia gastado $ 23. ;Cuanto

cuesta el litro de nafta de cada tipo?

22.El promedio de dos nlimeros es 7 y el triple de la diferencia entre
ellos es 18. ;Cudles son los nimeros?

23. Resuelvan |os siguientes sistemas de ecuaciones.

X=y=3 2%+ 4y=-4 - x=2y=1
2x4y=12 x=3y-2 Sx=y=1
X,L.X— Ly=1
d. j ; 3—] e, 2X+y—|3
3x=2y=6 3x+2y=21

24, Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

Biblioteca Ptblica Municipal
al. MANUEL BELGRANC
Calle 222 - N°, 1493

™14

a. Hallen Ia pendiente y Ia ordenada al origen de cada una de las rectas
asociadas a las ecuaciones del sistemna.

b. Representen gréficamente la situacion y hallen las coordenadas del
punto de interseccién entre ambas rectas.

25. Dentro de tres afios, un perro tendra la edad que su duefio tenia
hace cuatro afos. Si en este momento la suma de sus edades es 15, ;qué

edades tienen actualmente?

26. Propongan, en cada caso, un sistema de dos ecuaciones con dos
variables que cumpla las condiciones que se indican.

a. El conjunto soluciones S={(2;-3)}.

b. El sistema es incompatible.

¢.El conjunto soluciénes S = {(x;-2x -1), xe &}

d. El sistema es compatible indeterminado y el par (3 ; 4) es unadelas

soluciones.

27.a.Inventen un problema cuya formulacion algebraica sea el planteo
del sistema
y=50x+100
{ y=20x+160

b. Resuelvan el problema planteado.
28. Consideren el siguiente sistema de ecuaciones.

—x+5y=9
«XF10y= ..

Completen las lineas punteadas con un ndmero de manera que el
sistema dado resulte como se indica en cada uno de los casos siguientes.
a.compatible determinado con solucion (-1 2).

b.incompatible.

29. Resuelvan analiticay gréficamente los siguientes sistemas de tres

ecuaciones con dos variables:

y+3x=1 y=-4%x-1
a.{2x-2y=6 b. {x=-2y
X=y=3 {4y+2x:1

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES




A
A

n las opciones que consideren correctas en cada caso.

X+y=2

Consideren el siguiente sistema de ecuaciones y
=-Z41

)

(1; 1) essolucion.
(0;2) es la tinica solucion.
(1;-2) es solucion.

Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

k2x+3y=k
Slsistema: es:
3x+y=1
tompatible indeterminado cuando k=-3.
Incompatible cuando k=3.
Compatible determinado cuando Ikl = 3.
Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

Las edades de Juan y José suman 52 afios, pero hace 8 afios sumaban

& Dos ecuaciones que representan este problema son:

X+y=52

X+y+16=36

X+y=36

1 x+y-16=52

X+y=52

X+y-16=36

X€y=52

x+y-16=52

Seuacion:

B i

u 2y="5%

n 2x~5y=1

u Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

5. £l punto de interseccion entre las rectas cuyos graficos se muestran es:
VA

N

27._116
49’749

(15=2)

-4

Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

y=kx=1

6. Elsistema es compatible determinado:

y=(k-2)x+3
n Para cualquier k.
n Paraningdn k.

n Solo parak=2.

n Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

y=-3x=0
7. Consideren el sistema
2y+ax=1

n Sia=-6 el sistema es compatible determinado.

n Sia=-6 el sistema es incompatible.

n Sia=0elssistema es compatible indeterminado.
n Ninguna de las opciones anteriores es correcta.
X+y=2

8. Consideren el sistema
2x+2y=4

u El conjuntosolucionesS={(~1;3)}.
u El par (=1; 3) es una solucion.
n El sistema es incompatible.

n Ninguna de las opciones anteriores es correcta.

9. Dado un sistema de ecuaciones lineales se verifica que:

n Dos rectas perpendiculares forman un sistema compatible
determinado.

Dos rectas con igual pendiente forman un sistema
compatible indeterminado. i

Una recta horizontal y una recta vertical forman un sistema
compatible determinado.

Tres rectas nunca se cruzan en un punto.

Tres rectas solo se cruzan en un punto si dos de ellas son
perpendiculares.

Tres rectas nunca se cruzan en un punto si dos de ellas son
paralelas.
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Problema 1

Para el taller de disefio industrial los alumnos tienen que realizar una rampa. Decidie-
ron elegir aquella propuesta en la cual la rampa tiene mayor angulo de inclinacién con
el suelo.

Dos grupos propusieron los siguientes disefios:

3m
1,5m

Disefio 1 Disefio 2

¢En cual de los dos disefios el dngulo de inclinacién de la rampa con el suelo es mayor?

Si se realiza el cociente entre la altura de la rampa y su longitud, se obtiene en ambos casos

]
ED
"

<

Por lo tanto,

TRIGONOMETRIA



= 2ngulos son iguales.

Los lados de los esquemas que representan las rampas y sus alturas son proporcionales.
Como los triangulos son rectéangulos se puede calcular la medida del otro lado usando el
=ma de Pitégoras:

Disefio 1 S22 x=3 13
Disefo 2. £=221y y=+12
Zstos lados también guardan la misma proporcién:
3 F iz ed 3 o3 1.3
2BV 2=5{3=5"3"3

Por lo tanto si en dos tridngulos sus tres lados son proporcionales son semejantes, entonces

=ste modo se pueden superponer los trian-
25 coincidiendo los &ngulos de inclinacién
=l suelo pues sus &ngulos son congruentes.

;Cualquier rampa que tenga el mismo cociente entre la altura y la longitud tendré el mis-

= 2ngulo de inclinacién con el suelo?

Si se procede como se hizo previamente, se obtiene que los tridngulos son semejantes.
{0 tanto el &ngulo que forman las rampas con el suelo es el mismo.

MATEMATICA 1

Dos tridngulos son seme-

jantes cuando sus lados co-
rrespondientes son proporcionales
y sus angulos respectivamente con-
gruentes.

A A
Si ABC y DEF son tridngulos seme-
jantes.
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Usualmente se utilizan para
designar angulos las letras
griegas. Algunas de ellas son:
aalfa
B beta
S delta
Yy gamma

ofi

Siempre que se construyan

tridngulos rectangulos en
los que o sea uno de sus dngulos
interiores no recto se obtienen
triangulos semejantes.

En un tridngulo rectangulo,

alos lados que estan
incluidos en las semirrectas que
forman el angulo recto se los llama
catetos. Y al lado que se encuentra
opuesto al angulo de 90°se lo

llama hipotenusa.
B

il e
AB es la hipotenusa

(B es el cateto opuesto al &ngulo o

CA es el cateto adyacente al
angulo o

Para todo éangulo o« con
0° < o < 90° se define:

cateto opuesto
senau=—r—"——
hipotenusa

cateto adyacente
sQ=—————
hipotenusa

Como el senoy el coseno de

un angulo son el resultado de
un cociente de longitudes no tienen
unidades y resultan ser nimeros
reales.

104

Las relaciones trigonométricas en un triangulo rectangulo

Si se tienen dos tridngulos rectangulos ABCy PMN con un angulo agudo igual

=
o

> . A A A A e
Como ambos triangulos tienen C= N, por serrectosy P = A=« , son tridangulos seme-
jantes, por lo tanto sus lados correspondientes son proporcionales, entonces:

B A B
P P N
Si se toma una proporcién . o
AB_BC ., BC_WN
MP  MN AB MP

Es decir que si se toman dos lados de un tridngulo recténgulo, la razon entre ellos es
la misma que si se toman los lados correspondientes del otro tridngulo rectdngulo con un
angulo agudo igual. Por lo tanto, los cocientes entre dos lados de un tridngulo rectangulo
solo dependen del angulo agudo « . ,

Si se utiliza la terminologia propia para triangulos recténgulos se tiene que:

A A
cateto opuesto a o (en ABC) cateto opuesto a o (en MNP)

A A
hipotenusa (en ABC) hipotenusa (en MNP)

De este modo resulta que cualquiera gue sea el tridngulo rectangulo con un angulo c.
este cociente es siempre igual. Por este motivo, tiene un nombre especifico: seno de o\
se escribe sen o

Del mismo modo, el cociente entre el cateto adyacente al angulo ay la hipotenusa resultz
ser siempre igual dependiendo solo del &ngulo a.

Esta razon se llama coseno de o y se escribe cos c.

Por ejemplo, si se tiene uno de los

tridngulos rectangulos del problema S

1, el seno del angulo o es igual a Lo

’

3

=0,5y se escribe sen a=0,5. &

TRIGONOMETRIA



;Como calcular el valor de un angulo?

Problema 2

Un grupo de alumnos del taller de disefio industrial propusieron hacer una rampa de 9
metros con una base de 4,5 metros. Si la construyen de esta manera, ;tendra un angulo
de inclinacién mayor que una rampa de 6 metros y 3 metros de altura?

Para la primera rampa se puede dibujar el siguiente esquema:

4,5m

donde 3 es el &ngulo que forma la rampa con el suelo.
En este tridngulo rectangulo solo se cuenta con las medidas de la hipotenusa y del cate-
=5 adyacente al angulo 3, por lo tanto se puede calcular el coseno de 3
cos3=—-=0,5

Para la segunda rampa se puede hacer el siguiente esquema

6m
3m

Aqui o es el angulo que forma la rampa con el suelo.
Como en este caso se tiene la medida de la hipotenusa del triangulo rectangulo y la
—=dida del cateto opuesto a « se puede calcular el seno de o
sena = % =0,5
Con la informacion del seno de oy del coseno de 3, ;alcanza para saber cudl es el mayor
Zngulo de inclinacion? ;o serd igual a 32 ; Cudnto mide a y cudnto mide 37
Para calcular el valor de o se puede proceder con la calculadora del siguiente modo:

Sabiendo que sen o = 0,5, tecleando (2NDF o | NV  SHIFT. y ©Sin |uego 0,5 =

=arecera en el visor el nmero 30, lo que signiﬁca que a mide 30°. En algunas calculadoras

=2y que oprimir 0,5 y luego las teclas © y
Con el mismo procedimiento pero con las teclas @ e @ feos | e
=otiene el angulo 3. cosB3=0,5 = 3=60°
Por lo tanto la primera rampa tiene mayor inclinacion que la segunda.

Antes de la invencion de

la calculadora cientifica, |a
tnica forma de conocer la medida
de un angulo a partir del valor del
seno o el coseno era a través de
tablas.

Q0000 | QQOST 11459153
o000 | -0ois | sS4

" n "7'”;94
§
;ﬁ
8
11\

m mm!&

1

iﬁ.m“.xm.mmlﬁ‘ srsas
Hoy en las calculadoras cientificas
se encuentran los valores de los
senos y cosenos de los éngulos
medidos en grados. No se necesita
recurrir mas a esas tablas.

En la calculadora veran las teclas

Para calcular el seno de un éangulo
de 38° deberan teclear SIS 38 =
asi aparecera en el visor el nimero

0,615661475, lo que significa que el
seno de 38° es aproximadamente
igual a 0,61566.

En algunas calculadoras cientificas,
el orden en que se deben presionar
las teclas para realizar los calculos
es distinto. Se deberd consultar el
manual de la calculadora para estar

“seguros de su manejo.

1. Czlculen los siguientes valores utilizando fa calculadora cientifica: cumple cada una de las siguientes igualdades:

sen45e Cos 36° sen 5° cos 89° sen 1° cos o= 0,0001 sena=08%

2.Busquen con la calculadora para qué valor de . entre 0°y 90°se

MATEMATICA 1 |
i

sen =032 cos =0,99999
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Teorema de Pitdgoras:

“En todo tridangulo
rectangulo el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos”

Si se tiene un tridngulo rectangulo
con las medidas de sus lados

c
por el Teorema de Pitdgoras se

obtiene la siguiente igualdad
b2=a? +¢?

Usualmente (sen a)2 se
escribe como sen? a.

Identidad Pitagérica:
Si0° < v <90° se tiene
sen? o+ cos? =1

Relaciones entre el seno y el coseno de un dngulo agudo

Si en un tridngulo rectdngulo se llama o a uno de sus angulos agudos

b

La relacion entre las medidas de los lados con el dngulo o permite establecer las siguien-
tes igualdades:

sena= Cos o=

o9
[Splla)

Pero estas no son las dnicas relaciones que hay en un tridngulo rectangulo.
Si se aplica el Teorema de Pitagoras también se puede establecer una relacién entre los
lados del tridngulo rectangulo, b? = a2 + ¢2

¢Es posible relacionar estas tres igualdades planteadas?

senq=% => b-sena=a
cosa=% > b-cosa=c

Sisereemplazan ay cen b? = a% + ¢, se obtiene
b% = (b sen a)? + (b cos a)?
Por lo tanto:
b? = b?sen? o + b? cos? o
Si se saca factor comin b2
b? =b? (sen? o + cos? o)
Al dividir ambos miembros por 62, que no es cero pues b es la hipotenusa del triangulo.
queda:
1=sen? o+ cos? o

Esta igualdad se verifica para cualquier valor de o entre 0° y 90°.
Es decir, que para cualquier valor de o siempre se puede relacionar el valor del sen o v

del cos a.
A esta igualdad se la llama identidad pitagérica.

Wy
3. Un pueblo esta atravesado por un rio. Para pedir la construccion de

un puente, los pobladores quieren medir el ancho de ese rio. Pero como
es demasiado ancho y no cuentan con los instrumentos necesarios

no pueden hacerlo. Los chicos de la escuela del pueblo que estan
estudiando trigonometria pensaron en utilizar sus conocimientos para
ayudar ala comunidad. Ellos afirman que, utilizando el gran arbol que
se encuentra sobre una de las orillas del rio es posible medir el ancho
del mismo. Dicen que para eso solo necesitan conocer la altura del

‘ 106
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arboly parandose uno de ellos en la orilla opuesta del rio, frente al 4rbol
y mirando hacia la punta del 4rbol medir el dngulo de visién. De este
modo, utilizando las razones trigonométricas que aprendieron en clase
podran dar un célculo aproximado del ancho del rio.

¢Consideran que es posible lo que dicen estos alumnos? ;Por qué? (En
qué conocimientos de trigonometria se estan apoyando para hacer estas
afirmaciones? Si les dicen que el arbol mide 4,7 metros y que el angulo d
vision es de 10°, ;cudl sera el ancho del rio?

‘ TRIGONOMETRIA
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Relaciones entre seno y coseno de angulos complementarios

Problema 3
Si se conoce el valor del sen 36°, ;es posible conocer el valor del cos 54°7

En principio, parece que no hay ninguna relacién entre sen 36°y cos 54°. Se llaman éngulos com-
Si se construye un tridangulo recténgulo con un angulo oo = 36°, como la suma de los angulos plementarios a los angulos
‘nteriores de cualquier tridangulo es igual 2 180°, para calcular la medida del otro angulo, 3: cuyas amplitudes suman 90°.
a+3+90°=180° = (3=180°-90°-a = Por ejemplo, dos &ngulos que miden
3=90°-36° = [B=54° 36°y 54° son complementarios.

Por lo tanto a y B son angulos complementarios.
Esto sucede en cualquier triangulo rectangulo, sus angulos agudos son complementarios.

a+p3=90°

Sise plantea el sen ay el cos 3 se obtiene:

cateto opuestoa o p
sen o= - ==
hipotenusa a

cateto adyacentea3 5
0s 3= : ==
hipotenusa a

Luego:

sen a = cos 3

Pues el cateto opuesto al &ngulo « resulta ser el cateto adyacente al &ngulo 5.
Del mismo modo

= c -C
cosa=gy senf=¢

Se tiene entonces que: Si0°<a<90°90°-aesel
sen o= cos 3 complementario de oy por
cos3=sena lo tanto se verifican las siguientes

relaciones:

Sien el problema oo =36°y 3=54°, como 36° + 54° = 90° se obtienen las siguientes sen a=cos (90°-a)

“zualdades: cos a=sen (90°- )

sen 36° = cos 54°
co0s 36° =sen 54°

4. Sabiendo que cos 38° es aproximadamente 0,78 calculen: 5.Sabiendo que sen 47° es aproximadamente 0,73 calculen:

sen 38°= cos52°= sen52°= cos47°= sen43°= cos43e=
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Calculo de seno y coseno para angulos de 30°, 45° y 60°
Problema 4

Calcular el valor del sen 45° sin utilizar la calculadora.

Si un tridngulo rectangulo tiene un angulo de 45°, también el otro angulo mide 45°. Si en
un tridngulo se tiene dos angulos iguales entonces se oponen a dichos &ngulos, lados iguales.
Con lo cual el tridngulo es isosceles.

a
Se puede afirmar que

sen 45° ==

n

y también

cos 45° =2

cos 45° =+
Por lo tanto el sen 45° y el cos 45° resultan ser iguales.
Si se aplica lz identidad pitagorica, se obtiene

sen? 45° + cos? 45° =1

pero como sen 45° = cos 45°,

sen2 45° + sen? 45° = 1 Se reemplaza cos 45° por sen 45°,
2-sen245°=1 Se opera.
e =% Se despeja.
|sen 45°|= \[g Se extrae raiz cuadrada en ambos miembros.

De este modo se obtiene:

ofagdf ol o1 N7 NE 7
[sen45|-\[;—\/§_\/§ 2_(\5)2 =

A2

Por lo tanto | sen 45°| = 5

Como el sen 45° es positivo por que es el cociente ente las longitudes de dos lados, que
son nimeros positivos, se tiene que:
V2 V2
0Y = N ==
sen 45° = > >

y también cos 45°=
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n Paratodo dngulo o con
0° < 2 900 se define:

cateto opuesto

—t
(Va]

"~ cateto adyacente

Tangente de un angulo

Otra relacion entre lados y angulos de un tridngulo es la que se presenta a partir del siguients

problema:
Problema 6

Si el triangulo ABC es isbsceles con AB = AC y con base igual a 8 cm y altura igual a

11 cm, ;cual es la medida de sus angulos?

Para resolver este problema se puede hacer el siguiente esquema donde AD es la alturz

del tridngulo: A

11fcm

B /AENIEREREE
. b
8cm
Como el triangulo es isdsceles, la altura divide a la base en partes iguales, quedando

determinados dos tridngulos rectangulos congruentes.
A

11cm

4cm

Para hallar, por ejemplo, el &ngulo C con los datos con que se cuentan, no alcanza con
recurrir al seno y al coseno. En este caso se necesita una relacién entre el cateto adyacente

al anqulo Cy su cateto opuesto.
El cociente entre el cateto opuesto de un dngulo a y su cateto adyacente se llama

tangente de ay se escribe tg & o tan «.
Por lo tanto th=%=2,75

Si se procede como cuando se calcul6 el &ngulo teniendo el valor del seno o del coseno;
del mismo modo se usa la calculadora y se teclea (segin la calculadora que se usa):

2o , NS, [SHEE TEn o 75 =

Aparece en el visor 70,0168934; lo que significa que el &ngulo C mide 70,017° aproxi-

madamente.

11. Acierta hora del dia, los rayos del sol forman con la horizontal un angulo de 30°. Si un &rbol tiene una altura de 2,5 m, jcudl

seré la longitud de su sombra a esa hora del dia?

TRIGONOMETRIA



Relacion entre coseno, seno y tangente de un angulo

Es posible establecer relaciones entre seno, coseno y tangente de un &ngulo, tal como
se propone en el siguiente problema:

Problema 7
Sin utilizar calculadora cientifica, calcular la tg 30°.

Primero se analiza el siguiente triangulo con anguio agudo

Entonces €
sena-g a-sena=>b
G| —
cosa =4 a-coso =¢
_b _a-senc_ seno
go=¢ = WYo=Gtosa - cosa

Se obtiene para cualquier angulo agudo a:

sen a
Cos &

tga=

En el problema se debe calcular tg 30°, entonces:

Si o es un angulo entre

o o _seno
0°y90°=>tgo =F5en

sen 30°
cos 30°

tg 30° =

Si se usa lo que se calculd en el problema 5 se tiene que sen a = % , falta calcular el cos 30°.
Por la relacion pitagérica:
2
sen230° +cos230°=1=> ( 1) cos?30°=1

1 23p° = 2300=3
(4)+cos 30°=1 = c0s230 A

Nuevamente como el coseno es el cociente entre dos medidas su valor es positivo, por

o tanto:
cos30°=§
Con lo cual
o_1.¥3_1 _ 1 ¥3_43
tg 30 =515 = = : =3
V3 V3 V3

12. ;Qué angulo forma con la horizontal un cable de 6 m que se tensa
Zesde el extremo de un poste de 4 m dealtura hasta el piso?

13. Setiene tirantes de madera de 4 m de longitud que se usaran para
@mar el esqueleto de un techo a dos aguas de una casa. La altura
2=itecho no debe superar 1,5 m. ;Bajo qué angulo de inclinacion se
2=beran colocar los tirantes de madera?

de 3,5 metros de largo. ;Cudl es el angulo de inclinacidn que forma la
escalera con el suelo?
15. Calculen:

a.tg45° b. tg 60°
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Sien la calculadora se
quiere obtener el dngulo
cuyo coseno es 2, se hace:

y se.obtiene “error”.
Esto significa que no hay ningun
angulo cuyo coseno sea 2.

Si 0° < & < 90° entonces el
seno y el coseno de o varian
deOal.

Valores posibles del seno y el coseno de un angulo

Problema 8
Hallar, si existe, el angulo « cuyo coseno es igual a 2.

Se sabe que en un triangulo rectangulo en el cual « es uno de los angulos agudos, el coss-
no de a es igual al cociente entre el cateto adyacente de vy la hipotenusa.
Como la medida de la hipotenusa siempre sera mayor que la medida de los catetos, enton-

ces el cociente
_ cateto adyacente a o

Tcos a= -
hipotenusa

debe dar un nimero menor a 1, porque se divide un nmero por otro mayor que él, por o
tanto no existe un angulo « cuyo coseno sea 2.

Problema 9
¢Qué sucede con el angulo de un tridngulo rectangulo si su coseno toma valores cada
vez mas proximos a 12

En un tridngulo recténgulo con un &ngulo agudo igual a a:

cateto adyacente a o

oS o= -
hipotenusa

Si este cociente resulta un nmero préximo a 1 significa que el cateto adyacente y la hipe-
tenusa van a tener longitudes casi iguales, ;qué sucede con el dngulo?

Decir que el cateto adyacente va
siendo igual a la hipotenusa es
como ir “aplastando” el tridnqulo,
es decir, que el cateto opuesto AB
se hace cada vez mas chicoy de esta
forma el angulo también se aplasta-
ra, se parece a “no tener angulo”.
Enesecaso cos0°=1
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Relacion entre la tangente y la pendiente de una recta

Problema 10
Dada la funcion lineal f(x) = %x — 4. ;Cuél es el angulo de inclinacion que forma el
grafico de la funcion con el eje x en direccién a la derecha?

Como la pendiente de esta recta s % . significa que por cada 3 unidades que avanza x, y
sube 2 unidades. Por lo tanto a partir del cero de la funcion, que esté en el punto (6 ; 0), se
pueden construir distintos trizngules rectangulos .

Todos los tridngulos son semejantes, porgue parz llegar 2 otro punto de Iz reciz los
catetos seran proporcionales a 3 y 2. Esto indica:

tga=

wro

Si se utiliza la calculadora se obtiene, aproximadamente
o =33,6900675° = 33° 41" 24"

De este modo se pone de manifiesto que la pendiente es la tangente del angulo que forma
la recta con el eje x.

En el capitulo de funcion
lineal se analizé que
la pendiente de una recta se
interpreta como:

_ b —variacion de las ordenadas
a - variacion de las abscisas

entre dos puntos cualquiera.

Siy=mx+b,conm>0,

s |2 ecuacion de una recta

18, Para cada caso, hallen la ecuacién de la recta.

sen o

cos

g
42 28°

v

Ayl
(5,3)y(3, 7)?

MATEMATICA 1

19. a. Completen sin usar calculadora, la siguiente tabla;

b. ;Cudl es el angulo de inclinacion de la recta que pasa por los puntos
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Hasta el momento se trabajé con razones trigonométricas para angulos comprendidos entre
0°y 90°.

Problema 11

¢Es posible calcular el seno, el coseno y la tangente de cualquier angulo mayor a 90°?

Ya se conoce que para un angulo « entre 0° y 90°

cateto opuesto a o

sena= -
hipotenusa

donde o es uno de los angulos agudos de un tridngulo rectangulo.

En particular es posible construir un triangulo rectangulo donde la hipotenusa mida 1.

B
En ese caso resulta
1
sena=a a
cosa=b
(o1
A b C

Si se cambian las medidas de los catetos, sin cambiar la medida de la hipotenusa y dejan-
do fijo el punto A, es posible construir todos los triangulos rectangulos con hipotenusa
igual a 1 para valores de « entre 0° y 90° siempre midiendo el &ngulo o entre ACy AB. El
punto B determina, de este modo, un cuarto de circunferencia con centro en Ay radio 1.

El punto C no forma parte necesariamente de la circunferencia pero se va modificando a
medida que se mueve B, en cambio todos los puntos de la circunferencia quedan determina-
dos al girar el punto B.

\ TRIGONOMETRIA
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Esta circunferencia se puede representar utilizando los ejes coordenados. Si se toma el
punto A como la interseccion de los ejes, es decir el punto (0 ; 0), se fiene una circunferencia
de radio 1 con centro (0 ; 0) que pasa por los puntos (1;0);(0;1); (-1;0) y (0;-1).

En el primer cuadrante de esta circunferencia
quedan determinados todos los triangulos rec-
tangulos con hipotenusa igual a 1. EL vértice B

se relaciona con un punto del plano que se deter-
mina con dos coordenadas, una para el eje x, por

ejemplo by una para el eje y por ejemplo a.

De este modo, para un valor de o (4ngulo comprendido entre AC y AB) se tiene un dnico
triangulo rectangulo con hipotenusa igual a2 1 gue sta representado en el primer cuadrante
de esta circunferencia. Ese tridngulo rectangulo determina con su vértice B un Gnico punto
del plano sobre la circunferencia con coordenadas (5 ; a). Si se replantean las relaciones
trigonométricas, se obtiene.

cateto opuesto

sena=————— =9-¢
hipotenusa 1

cateto adyacente
cos o= W = ? =b

Si se contindia girando el lado AB, se pasa hacia el segundo cuadrante, en el cual el
angulo « resulta ser mayor que 90°. Parz estos angulos es posible extender la relacion ante-
rior, es decir, el seno de ese angulo mayor 2 90° es el valor de la coordenada del eje y para
el punto B de la circunferencia. ELcoseno de ese angulo es el valor de la coordenada del eje
x del punto B.

De este modo se determina el valor del seno y del coseno para cualquier angulo.

20. Completen el siguiente cuadro.

MATEMATICA 1

La circunferencia de radio

1ycentro (0;0) recibe el
nombre de circunferencia trigono-
métrica.
La circunferencia trigonométrica
queda dividida por los ejes
coordenados en cuatro sectores,
cada uno de esos sectores se
[laman cuadrantes. Los cuadrantes
se numeran en sentido contrario a

las agujas del reloj.
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Problema 12

:Donde estan ubicados en la circunferencia trigonométrica los angulos cuyo seno es
negativo? ;Y cuyo coseno también es negativo?

Si se sefala en la circunferencia trigonométrica diferentes angulos, se puede observar
que para que el seno sea negativo, el &ngulo tiene que estar en el tercer o cuarto cuadrante,

Signo del seno, del cosenoy para que la coordenada y sea negativa. Por lo tanto si el &ngulo toma valores entre 180° v
delatangente. 360° el seno sera negativo.
yAL
Seno positivo ! positivo
4 1
'
| 4
negativo IRy negativo X
Coseno
negativo : positivo
f Se puede ver, ademas, que los angulos que tienen coseno negativo son los que se
= T encuentran en el sequndo o tercer cuadrante, para que la coordenada x sea negativa. Los
angulos comprendidos entre 90° y 270°, tienen coseno negativo.

MEgANG, . g positiio Para que un &ngulo tenga seno negativo y coseno también negativo es necesario que el
angulo se encuentre solamente en el tercer cuadrante, para que ambas coordenadas sean
negativas. Por lo tanto si el angulo esta comprendido entre 180°y 270°, tanto el seno come

Tangente el coseno serén negativos con lo cual la tangente es positiva.
negativo 1 positivo
Problema 13
:Qué signo tiene la tangente de un angulo que se encuentra en el cuarto cuadrante?
-1 1
positivo a1 negativo
Si un angulo se encuentra en el cuarto cuadrante, el seno de ese angulo es negativo.
mientras que el coseno es positivo. Si se analiza la relacion
_sena
9 o =55
se deduce que la tangente del angulo es el cociente entre un nimero negativo y otro ntime-
ro positivo, por lo tanto el resultado es un nimero negativo. Es decir si un &ngulo esté en el
cuarto cuadrante la tangente es negativa.
® 21.latangentede unangulo esigual a 1,4825, jcuanto mide ese ;Cudl es suamplitud?
angulo si se sabe que se encuentra en el tercer cuadrante? 23, Sise conoce que el seno de undngulo esigual a 0,64278y el dngulo
22.El angulo 6 se encuentra en el cuarto cuadrante y cost) =0,618. se encuentra entre 90°y 1809, jcudnto mide ese dngulo?
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Problema 14

:Cual o cuales son los angulos cuyo seno es iguala 0,5? ;Y cuyo seno es igual a -0,5?

Si se utiliza la calculadora cientifica se obtiene que el angulo de 30° tiene seno igual a
2,5. Si se observa la circunferencia trigonométrica:

se puede reconocer que existe, ademas, un angulo mayor de 90° que también tiene seno
‘guala 0,5. Pero ese valor no lo da la calculadora, entonces,

£ cémo se puede saber cudl es el otro dngulo de la circunferencia trigonométrica que también
Zene seno 0,52

Los triangulos BCA y DCA tienen:

el lado CA comin a ambos.

BeA = DEA por ser angulos rectos

AB = AD = 1 porque son radios de la circunferencia gue miden 1.

Como los triangulos son recténgulos, con dos lados iguales, el

Por lo tanto los triangulos BCA y DCA son congruentes.

Luego las ordenadas de los puntos B v D coinciden. Pz
seno de 30°, 0sea 0,5. D= (x;0,5)

Falta averiguar la medida de 3.

y o
Los triangulos ADE y DAC son con-
2 D C
gruentes porque son recténgulos y A5 T SomRes :
tienen los tres lados iguales, enton- R
ces el angulo DAE mide 30°. E A v

Se puede observar que
3=180°- DAE = 180°- 30°= 150°.

Luego el angulo (3 resulta ser igual al &ngulo llano menos 30°, es decir, 150°.

Entonces
sen (180° - 30°)=sen 30°

MATEMATICA 1

En la circunferencia

trigonométrica se
encuentran todos los éngulos
comprendidos entre 0°y 360°.

Para un dngulo 3 resulta
sen 3 =sen (180°-3)
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La altura de un triangulo Si se quiere calcular el valor del &ngulo cuyo seno es igual a -0,5, en la calculadora apa-

D

es el segmento rece el valor -30, ;qué significa un dngulo de -30°?

perpendicular a un lado que pasa

por el vértice opuesto. y4
La medida de los angulos se cuenta
desde el eje positivo de las abscisas
en el sentido contrario a las agujas
del reloj. Tener un angulo negativo 7
significa que se cambia el sentido, \_} -30° %
con lo cual, el angulo -30° resulta
ser equivalente a 360° - 30° = 330°.

/

El otro angulo, cuyo seno es -0,5; estara en el tercer cuadrante. Con un analisis similar
al anterior se tiene que el angulo debe medir 180° -(-30°) = 180° + 30° = 210°. Se tiene que

los angulos cuyo seno es -0,5 son 330° y 210°.

representacion general de un

particular, perfectamente podria En el comienzo de este capitulo se establecieron relaciones entre las medidas de los lados ‘
realizarse con cualquier tridangulo, y los angulos de triangulos rectangulos. |
es decir, que este triangulo, esta Mas adelante, se calcularon los senos, cosenos y tangentes para angulos que miden entre ‘
representacion, se esta utilizando a 90°y 360°.

modo general. ¢Se podrd relacionar los lados y los dngulos de un triangulo cualquiera, donde por ejemplo

Se puede realizar el mismo haya dngulos obtusos?

razonamiento que se hace para este Para contestar esta pregunta es posible realizar un analisis de la situacion tomando como
tridngulo con cualquier triangulo. modelo el tridngulo ABC como sigue

hg es la altura correspondiente al
ladoay lo corta en el punto M.

Esta altura divide al triangulo ABC
en dos triangulos rectangulos, el

A A
ABM y el ACM.
A A ha A
EnACM senC=—+ b-senC= h,
b
A A ha A
En ABM senB= —— c-senB=h,
A A
Siseigualan las expresionesde h; b-senC=c-senB
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Luego:
b €

A 73
sen B senC

Si se realiza un anélisis similar al anterior pero trazando la altura correspondiente al

'zdo b, se obtiene que:
a c

AT A
senA senC

Si se tomd en cuenta la otra relacién obtenida en el cuadro se tiene lo que se llama el
Teorema del seno:

a _ b _ ¢

I A A
senA senB senC

Hasta aqui se han establecido algunas relaciones entre los lados y los senos de los angulos
. de este tridngulo. A continuacion se estudiaran otras relaciones.
Por ejemplo, en los triangulos rectangulos: AMC y AMB, de la paginz anterior, si se aplica
=l Teorema de Pitdgoras se establecen las siguientes igualdades:

A
En ACM ha2+ MC2=52 ()

A = —
En AVMB hg?+BM =2 hg2=c2-BM2 @

Como MC = a - BM, reeplazando en (1):
hg2+MC?=02 =  hy2+(a-BM)? =52

hg2+a2-2-a- BM+ BMZ=p2 Se resuelve el cuadrado del binomio.

Se reemplaza utilizando (?) del cuadro

c2- BM?+02-2-g- BM+ BM?=p2 i
anterior.

2+a2-2-a- BM=52 Se cancela BM>.

Si se observa el triangulo BAM se puede plantear:

cos§=¥ = BM=c- cosB

Al reemplazar esta condicion en la Gltima expresion que se obtuvo en el cuadro, se con-
sigue lo que se llama el Teorema del coseno:

A
c2+ag2-2-a-c.cosB=052

MATEMATICA 1

Teorema del seno
a b _ ¢
AT AT A
senA senB senC

A

Cuadrado de un binomio

Teorema del coseno
2 +a?-2accosB=b?
b2 +a?-2abcosC=c?
+b2-2bccosA=a?
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24, Sabiendo que senx=0,83y0° < x < 90¢, calculen
b.sen (90°-x)
d. ;Cuéntovalex?

a. Cosx
€. cos{90°—x)

25. Consideren 0° < x < 90°. Sabiendo que sen x=0,857
a. Calculen cosx, sen (90°-x), cos (90° - x).

b. Con la calculadora, hallen el valorde x,

26. Siel cos (3x) = 0,068y 0 < x< 90°utilizando calculadora, calculen:
b. El valorde cos x.

a.Elvalordex.
27.Sisen (45°+x) =0,78, calculen el valor de x, sabiendoque 0 < x < 90°.
28.Sisen (37°+x)=1y0<x< 90°, jcudnto vale x? ;Por qué?

29, Sisen37°+senx=1, jcuantovale x?

30. a. Sise sabe que el sen (2x) = 0,25, jcudntovalex, si 0<x< 9077
b. Calculen el sen x.

31.5abiendoquetgx=4y 0<x< 90°, sinutilizar la calculadora calculen:
b.cosx
d. cos(90°-x)

a.senx
€.sen (90°-x)

32, Un poste de electricidad de 4 metros de altura se debe sujetar con
unos tensores desde su extremo superior hasta el piso. Los expertos
recomiendan que el angulo de inclinacion de los tensores con el suelo
debe ser de 50°. ;Cual debe ser la longitud de los tensores?

33. En cada caso calculen el valor indicado con la letra x sabiendo que se
trata de triangulos rectangulos.

a.
53¢
5cm
<
6,3cm

X

3,5cm
b X
18cm +N8°

34. Hallen la ecuacion de la recta que forma un éngulo de 68° con el eje
horizontal y pasa por el punto (-1; 3).

35, A. Calculen, en cada caso, los posibles valores de 6 sabiendo que 6
esta comprendido entre 0°y 360°,
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a.2sen8=-0,951
€.cos68+0,5=085 d.tg6+45=137
e.31g0=38 2008 o015
h.sen28=1

2
j-cos?B+senB=1

b. cos (8 +60°) =0,85

g.35enB8=9
i.cos’8+cosB=0
B. ;Cudles serian los valores de 6 si estuviese comprendido entre 360°y

7200, en cada una de las ecuaciones anteriores?

36, ;Es cierto que, para cualquier valor de x resulta sen (2x) = 2 sen x?
Justifiquen su respuesta,

37. ;Cudl esla ecuacion de la recta que tiene ordenada al origen igual a
6y que forma un dngulo de 1502 con larectay =67

38. Calculen el areay el perimetro de un tridngulo isésceles cuyo lado
desigual mide 8 cmy el angulo desigual mide 70°,

39. Silasombra de una sefiora a cierta hora del dia es la mitad de su
altura, jqué dngulo forman los rayos del sol con el horizonte?

40. Se puede construir un recténgulo conociendo un ladoy la diagonal.
;Cudl es el valor del angulo que forma la diagonal con el lado del
cuadrado?

41. Se quiere apoyar contra la pared una escalera de 4,5 m de largo.
Ademds el angulo que forma la escalera con la pared no debe ser menor

que 30°. ;A qué distancia de |a pared se deberia ubicar la escalera?

42. Con los datos dados, en cada caso determinar el perimetro y el drea
delos triangulos.

10cm

43, EnAel triangulo ABC, jes cierto que el drea del tridngulo esigual a
Area ABC = % -BC-AC:-sen(?

44, Calculen los posibles valores de 3 sabiendo que 8 estd comprendide
entre 0°y 360°.

a.3+sen (%'B):&ST

b. %-sen(ﬁ~30°):—
27
C.COSﬁ—S'—:—T

d.tg(B-150)=-10

=it
10




1. Sabiendo que o estd comprendido entre 270°y 460° senalen la

0pCion correcta en cada caso:
1 _1
A.gcos (x—60°) = i
a=378,6°
a=101,6°
a=318,6°
a=414°
No existe valorde a.

B.sen(a+30°)=-0,766
a=230°

a=280°

a=200°

a=310°

No existe valor de o

2. La recta que pasa por los puntos (% ;10)y (—% ;—3) tiene un dngulode
- inclinacidnigual a:

B s
O %
B s
B sues

3.Sabiendo que tgx=-2 y ademas 90°< x < 2709, sin utilizar

calculadora senalen la respuesta correcta en cada caso.
A.cosxesiguala:

0,447

1414

-0,447

B.sen (180°-x) esigual a

0,894

-0,8%4

0,8001

-0,8001

4. Se conocen los siguientes datos del triangulo ABC

A
A B=98°
AB=7,5cm

A

C=46°

Se puede saber gue el lado AC mide aproximadamente
544aom

-151am

10,32cm

1,51cm

Con estos datos no es posible saber cuanto
mideel lado AC.

5.Sabiendo que senx= g y que 90° < x < 180° marquen, sin usar la
calculadora, las opciones correctas.

A.cosx=
B 7 g -7
B - [ I
B.tgx=
B - B -
V2 V2
B = | d [
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Problema 1
Los cuadrados que se ven a continuacion fueron construidos y pintados respetando la
siguiente regularidad.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Determinar una férmula que permita calcular la cantidad de cuadraditos pintados en cada
figura, en funcion de la cantidad de cuadraditos que tiene en cada lado el cuadrado mayor.

FUNCIONES CUADRATICAS



Para resolver este problema, es conveniente comenzar por analizar algunos ejemplos. Es atil

tener en cuenta que, en cada figura, los cuadraditos pintados también conforman un cuadrado.
Al trabajar con cada ejemplo se puede ver:

Figura 1
1 cuadradito

pintado

Figura 2
4 cuadraditos

| pintados

Figura 3
9 cuadraditos

pintados

El cuadrado mayor de 2 Figura 1 tiene 3 cuadra-
ditos de lado y el cuadrado pintado tiene 1 cua-
dradito de lado. De las tres filas dos no se pintan
como asi también, de las tres columnas dos no
se pintan. Solo queda pintado un cuadradito. Se
obtiene: Cuadraditos pintados= (3 - 2)-(3-2) =1

Para la Figura 2, como tiene 4 cuadraditos de
lado, al sacar dos filas y dos columnas que no for-
man la parte pintada, se obtiene:

Cuadraditos pintados = (4 - 2)-(4-2) =4

La Figura 3 tiene 5 cuadraditos por lado, al
sacar las dos filas y las dos columnas sin pintar,
se obtiene:

Cuadraditos pintados = (5 - 2):(5-2) =9

MATEMATICA 1
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m

E En la resolucion de éste
o 1

lema aparecieron dos

jue permiten contar

a cantidad de cuadraditos
-eados en funcion de la
cantidad de cuadraditos por
lado. Como cada una de las
formulas responde a una manera

correcta de contar los cuadraditos

e
pintados, deberian seriguales. Si se

desarrolla la primera:

(n-2)° =(n-2):-(n-2)=
=n’-2n-2n+4=
—n'-4n+4=

= n: —(4n-4)

se obtiene la segunda.

Esto demuestra que, partiendo
de una de lasformulas, se ha
podido construir la otra por
medio de transformaciones
apelando a diversas propiedades.
Son dos formulas distintas, pero

equivalentes.
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En la Figura 4, como el cuadrado mayor tiene 6 cuadraditos por lado, al restar las dos

filas y las dos columnas por lado, que no forman el centro sombreado, se obtiene

Cuadraditos pintados = (6 - 2)-(6 -2) = 16

Por lo tanto, para un cuadrado grande formado por n cuadraditos de lado, la formula
buscada es:

Cantidad de cuadraditos pintados = (n - 2)-(n - 2)
Esta formula también puede ser expresada (n - 2)-(n-2) = (n - 2)2

Se puede pensar la formula de otra manera. Si el cuadrado mayor tiene n cuadraditos por
lado, la cantidad total de cuadraditos es n°. Como todo el borde esta sin sombrear hay que
restar esos cuadraditos para obtener los sombreados.

Cada lado tiene n cuadraditos, entonces en los 4 lados hay 4n cuadraditos no sombrea-
dos. De esta manera se cuentan cuéntos hay en los cuatro lados, pero los de las 4 puntas se
cuentan dos veces, entonces los cuadraditos del borde son: 4n - 4.

Finalmente, los cuadraditos sombreados se calculan haciendo la resta del total de cua-
draditos del cuadrado mayor y los cuadraditos del borde:

Cantidad de cuadraditos sombreados = n” - (4n-4)

Esta es otra expresion que permite calcular los cuadraditos sombreados. Como ambas
expresiones cuentan lo mismo (cuadraditos sombreados de un cuadrado de n cuadraditos
por lado) son equivalentes.

Las expresiones en las que, en su forma mas simplificada, sélo hay potencias naturales de
la variable independiente, aparece dicha variable elevada a la potencia 2, y esta es la méxima
potencia, se denominan expresiones cuadraticas.

Ejemplo 1:
X+2x+2
es una expresion cuadratica porque esta escrita en la forma mas simple y las potencias
dexson1ly?2.

Ejemplo 2:
(x+ 2)2 -X
Para saber si es una expresion cuadrética hay que llevarla a la expresion mas simplificada:

(x+2)2—x2=(x+2) (x+2)—x2=x2+2x+2x+4—x2=4x+4

No es una expresion cuadrética porque la potencia mayor de x es 1.

FUNCIONES CUADRATICAS



Funciones cuadraticas

Una funcién cuya formula es una expresion cuadratica se llama funcién cuadratica.
. o2 2 e . . 2
Un ejemplo de funcién cuadratica es la siguiente: f(x)=x".

En esta expresion, como la variable independiente esté elevada el cuadrado, los valo-
res de la imagen son siempre positivos o cero. Por lo tanto la imagen de esta funcion es el
intervalo [0 ; +e2).

Los valores de x pueden reemplazarse por cualguier nimero real debido a que la opera-
ion, elevar al cuadrado, puede hacerse con cuzlguier nimero. Por lo tanto el dominio de
=sta funcién es el conjunto de los ndmeros reales: Dom(f) =R

Six=1entonces f(1)= 18, f)=1
Six=-1entonces f(-1)= (-1)2,f(—1)= 1
Si se reemplaza x por distintos valores se puede armar una tabla, por ejemplo:

0 1 -1 2 -2 u Los valores de |a tabla se
0 1 1 4 4 obtienen al calcular;
f(0)=0

Al trasladar los datos de la tabla a un sistema de ejes cartesianos se obtienen los puntos: f(=1)=1

‘ vA -

(-2;4) ‘(2 ; 4)

~

w

n

A

IGEEY)

\4

2 | 0l(0; 0)1 2 X

Como el Dom (f) =R, si se toman mas puntos podra verse que forman una curva y al unirlos
gueda el siguiente gréfico:
\ vA |

Los graficos de las funciones

cuadraticas son curvas que

/

~
|
XK

se llaman parabolas.

1
\

uey

X‘r

e
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Otra forma de presentar

la funcién que se estéd
analizando es la siguiente:
f: RoR /fx)=x
Esta escritura indica que se esta
estableciendo una relacién entre
conjuntos de niimeros reales,
donde laimagen de cada nimero
real se obtiene al elevarlo al
cuadrado.

El grafico de f(x) = x* tiene dos ramas, una decreciente y otra creciente. El punto de unién
de las dos ramas se llama vértice. En el grafico anterior el vértice es el punto V = (0 ; 0).

Si se traza una recta vertical que pase por el vértice y se dobla la hoja siguiendo esta
recta, las dos ramas de la parabola se superponen. Esto es provocado por el hecho de que X
siempre da como resultado un ndmero positivo y la imagen de un nimero cualquiera coinci-
de con la de su opuesto. Es decir que para cualquier valor de a se verifica que

&= (_a)z

La recta vertical que pasa por el vértice es el eje de simetria de la parabola.
En este caso, el eje de simetria de la funcion graficada, f(x) =x’, es la recta vertical x = 0,
oseaelejey.

@
|

N
<
@
\&\
®
i

Debido a esta simetria, salvo el vértice, todos los puntos de la parabola tienen un punte
simétrico.

Los puntos (-1; 1) y (1; 1) son simétricos porque la distancia de estos puntos a la rectz
x =0 es una unidad.

También son simétricos los puntos (-2 ; 4) y (2 ; 4) ya que ambos puntos estan a 2 uni-
dades de distancia del eje de simetria.

{14 ]y

Como los nimeros simétricos res-

pecto a la rectax =0 son los opues-

tos, los puntos (a; az) \%

(-a; az) son simétricos.

Esto ocurre porque la distancia al eje \ / ?
v de cada uno de ellos, es de |a| uni- \ / :
dades. ! — = =

un cierto valor de x le corresponde el doble en suimagen. Expliquen por

qué esto no ocurre en la funcidn f(x)=x2.
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- &
“ 1.Enla funcion de proporcionalidad directa se verifica que al doble de

2. Se hadibujado un cuadradoy ahora se quiere ampliar el dibujo de
manera que cada uno de los lados mida el triple de lo que media antes.
iEl drea del nuevo cuadrado también se triplica?

FUNCIONES CUADRATICAS



. g . 2 2 2 .
Diferentes modificaciones de la formula de la funcién f(x) = x°, producen cambios en su
grafico. Se estudiaran esos cambios en las situaciones que se presentan a continuacién.

Problema 2

a. ;Qué modificaciones hay que hacerle a la formula de f(x) = x2 para que su grafico,
tenga el vértice en el punto (0 ; 2)?

b. ;Qué modificaciones hay que hacerle a la formula de f(x) = x2 para que su gréfico,
tenga el vértice en el punto (0 ; -4)?

El gréfico de f(x) = x2 ya es conocido:

4

n

|
o

1
e

(=
o
N
xy

a. Para que la parabola se desplace y el vértice sea (0 ; 2), es necesario que cada punto
de la grafica suba dos lugares. Es decir, cada imagen debe ser incrementada en 2 unidades.

Si la imagen de x es x2, ahora tiene que ser x2 + 2.

Queda una nueva funcién g(x) = x2 + 2 que esta 2 unidades arriba del grafico de f(x) = x2.

Si se realizan ambos gréficos, el de

|\
fix) y el de g(x) en un mismo siste- \ \ 1
|

ma de ejes cartesianos se obtiene:

[y

Al modificar la férmula de f(x) se produjo un desplazamiento de su grafico dos unidades
hacia arriba.

MATEMATICA 1

Cuando la funcién se

desplaza verticalmente, el
eje de simetria no varia, pero si se
desplaza el vértice de la funcion.
El vértice de flx) =x° +k es
V=(0;k)y el eje de simetria es la
rectax=0.

Puede decirse que:
glx)=1(x) + 2.
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Para resolver la parte b. se necesita que las imagenes de f{(x) =x'se desplacen 4 unidades
hacia abajo. Por lo tanto, la funcién que cumple con estas condiciones sera h(x) =X’ -4,

Al graficar ambas funciones en un mismo sistema de ejes cartesianos se observa que el
grafico de la funcion f(x) se desplazé 4 unidades hacia abajo.

u :Como se observa la

diferencia entre f(x) y h(x) \ vA /
para un cierto valor de x? 3
f(5)=5"=25 \ \ / /

h(5)=5"-4=21

Efectivamente, laimagen de 5 es 4 J(x)
unidades menos en h(x) que en f(x). = == 5 - ] 5 s x;
) 0 0
-2 0 1
3 5 L
-3 5 g

n(x)

En el siguiente cuadro se presenta una comparacion entre las funciones
n Al trasladar k unidades en fx) =X ;g (x) =X+2; h(x) =X -4
forma vertical la funcion

f(x)=x2 se obtiene una nueva
funcién, glx)=x2+k.

) fx)=x2 x=0 (0;0) [0;+eo)
Si k es positivo, la funcion se
desplaza k unidades hacia arriba. gx)=x2+2 x=0 0;2) [2;+e0)
Si k es negativo, la funcion se h(x)=x2-4 x=0 (0;-4) [=4; +o0)
desplaza | k| unidades hacia abajo.
\ \ | v4 gh) /A
NPL
-4 -3-2-10] 1 £ X"
3 hx
-
P s 3.Apartir del gréfico de f(x) =x2, realicen el gréfico de las siguientes porlos puntos (4;2) y (-4 2)? Justifiquen la respuesta.
funciones:m (x)=x2+3 y n(x)=x2- (-4). 6. ;Cudl es el simétrico del punto (3 ; 8) en una pardbola cuyo vértice es el
4, ;Cuél es laminima cantidad de pares ordenados que es necesario punto (0;-1)? ;Cuél es laférmula de esta pardbola?
graficar para poder dibujar una parabola? 7.Una funcién cuadrética g(x) tiene por imagen al conjunto [-2; +ce).

5. ;Es posible que una parabola con vértice en el puntoV=(0; - 3), pase Hallen la férmula de g(x).
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N+ Tlas=2mia
Otros desplazamie

Problema 3
Analizar las diferencias entre el grafico de la funcién f(x) = X y los gréficos de las
funciones m(x) = (x - 4)2 yit(x)=(x+ 3)2 :

Si se realizan los graficos de f(x) y m(x) en un mismo sistema de ejes cartesianos, se
observa lo siguiente:

(I s 1
ARMER AN
1 9 g
=1 25 \‘\‘ 2 / \ /;
1 9 ‘\ b / \ {
=5 36 X 15 s
3 1 —4: -3 210 {1 2 3 4 5 (‘;;'

Se observa que el gréfico de m(x)=(x - 4)2 esta desplazado 4 unidades hacia la derecha
con respecto al def(x)=x2. El vértice y el eje de simetria también se desplazaron 4 unidades
hacia la derecha.

¢ Por qué se desplaza el grdfico hacia la derecha 4 unidades?

Para f(x) =X’ se verifica que f(0)= 0°=0.

¢ Para qué valores de x se obtiene en m(x) esa misma imagen, o sea, para qué valores de
x, m(x)=0?

m(x) = 0 significa resolver la ecuacion (x - 4)2= 0.

Como 0 es el Ginico ndmero que elevado al cuadrado da 0, debe cumplirse que x - 4 =0,
es decir x = 4. 0 sea:

0)=0
,,{§4§=0} = f(0) =m (4

Ocurre lo mismo para cualquier otro punto.
Por ejemplo: f(1)= 1°=1 vf(-1)= (—1)2 =1,

;Qué valor debe tomar x ahora en m(x) para que el valor de su imagen sea 1?

Hay que resolver la ecuacién (x - 4)2 =1.

Los ndmeros que elevados al cuadrado dan como resultado 1 son 1y -1, por lo tanto:
x-4=1 0 x-4=-1

Si se resuelve cada ecuacion queda:x=5 o x=3

0 sea que

e |G D = mG)

Esto permite afirmar que, para que la imagen sea la misma, los valores de x deben ser
4 unidades mayores.

MATEMATICA 1

Sim(x)=(x—4)?
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Para comparar los graficos de f(x) = X ytx)=(x+ 3)2, se representan en el mismo sis-
tema de ejes coordenados.

Altrasladar g unidadesen \ \ /yA

forma horizontal la funcion
f(x)=x* se obtiene una nueva

u

funcion m(x)=(x-g)2.

ES

Sig es positivo, la funcion se desplaza 16
g unidades hacia la izquierda. -1 4 \ y - /
Si g es negativo, la funcion se 2 25 2
i i —2 1 1
desplaza |q| unidades hacia la 0 %)
derecha. >
-8 4 3 3 < > B

Cuando la grafica de la funcion
se desplaza horizontalmente, se
desplazan el eje de simetriay el

vértice. El gréfico de f(x) = X se desplaz6 3 unidades hacia la izquierda. El vértice y el eje de
simetria, también se desplazaron 3 unidades hacia la izquierda.
El siguiente cuadro presenta la comparacion entre las tres funciones.

f(x) =x? | x= 0;0)

m(x) = (x—4)? x=4 (4;0)
t(x) = (x+3)? x=-3 (-3;0)
Una funcion es creciente si Intervalos de crecimiento y de decrecimiento
parados valores diferentes
del dominio, sia < bentonces Problema 4
fla) <f(b). ¢Cudles son los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de las funciones f(x) = X
Una funcién es decreciente si para vg(x)=(x- 5)2?
dos valores diferentes del dominio, si
a<bentoncesf(a) > f(b).
Unafuncién es constante sipara En el capitulo de funciones lineales se estudio que las rectas pueden ser:
cualquier par de valores del dominio B siempre crecientes, es decir cuando los valores de x aumentan los de y también;
lasimagenes son siempre iguales. B siempre decrecientes, es decir cuando los valores de x aumentan los de y disminuyen;

B constantes, es decir, para cualquier valor de x la y es siempre la misma.

¢ Qué ocurrird con la pardbola?
Al realizar el gréfico de f(x) = x* se observa que:
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la funcién tiene intervalos de crecimiento y de decrecimiento, si el dominio estéa forma-
o por todos los nimeros reales.

En este caso, f(x)=x es decreciente en el intervalo (e ; 0) y es creciente en el intervalo
(0; +e0)

Si se grafica g(x) = (x - 5)2

ﬁ:n \ ‘ | /

[

oW
/

[ury
.

Esta funcién es creciente en el intervalo (5 ; +=) y es decreciente en el intervalo (-o0 ; 5).
Ceros de la funcién cuadratica
Problema 5

Calcular en qué puntos los graficos de las siguientes funciones cortan al eje x:

fx)=x2-4; g(x)=(x-2) ;h(x)=x*+1

] d /
\i = il
A [fx),
AN /
IRV /
| | =
4 -3-2-1 01 2 3 [x
! 1\ 2 w/
NG/ |
> [
"'7

Si se analiza el grafico de la funcion se observa que el grafico corta al eje x en dos puntos,
(2;0) y (-2;0)

Las abscisas de estos puntos se denominan ceros o raices de la funcién. En este caso, las
raicessonx=2yx=-2.

Con esta funcién no era dificil “leer” las raices del grafico, pero ;cémo se pueden hallar
los ceros o raices sin usar el grdfico?

Los puntos del eje x se caracterizan por tener la sequnda coordenada igual a 0. Para
buscar los puntos donde el gréfico corta al eje x es necesario calcular para qué valores de x la
imagen de cada funcién da por resultado 0.

Si se comienza con f(x).Para que un valor de x sea raiz de una funcién, su imagen debe
ser f(x) = 0. Hay que resolver la siguiente ecuacion:

X-4=0 & x*=4
entonces vale que
|x|=2&x=2 0x=-2
Por lo tanto la parabola corta al eje x en los puntos (2; 0) y (-2 ; 0).

MATEMATICA 1

Elintervalo de crecimiento
de una funcién es un
subconjunto del dominio en el cual
amedida que crecen los valores de
la variable independiente también

crecen los valores de la variable
dependiente.

De lamisma manera, el intervalo
de decrecimiento de una funcién
es un subconjunto del dominio en
el cual a medida que aumentan los
valores de la variable independiente
disminuyen los valores de la
variable dependiente.

El vértice de una pardbola
es el punto que marca
el cambio de decrecimiento a

crecimiento.

Los ceros de la funcion,
también [lamados raices,
representan los valores de x cuya
imagen tiene valor cero. Para
esos valores de x se obtienen,
en el grafico de la funcién, pares
ordenados de laforma (x;0), es
decir, puntos que estan sobre el eje
de las abscisas.
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2 - 2 e oa 2 . . P
n La funcién f(x) = (x—2)* tiene Para la funcidn g(x) = (x - 2)° se sigue el mismo procedimiento:

_ || Ve | ]
~2]=0 | L
‘ ¥ i 1 7|
Por lo tantosiel modulo esigual a0, al | | 1/ |
. | [0 2
ecuacion tiene una sola solucién A L (x-2)"=0
5T 1 | [
e obtiene al despejar: N o1 | [x-2[=0
=4 ] 71
=0 oseax=2 N | S| ! x-2=0
29 7 i
\l 1/ [ | X=2
| 1 \ 1 !
‘ [\ /|
| | ‘ Z | e
b { )] 1 Ll
2-10 1 2 3 4 5 |x

En el grafico se verifica que el Gnico punto donde la funcién toca al eje x es el punto
P=(2;0)

Gz 2 . o . ..z
Para la funcion h(x) =x" + 1, al igualar la formula a cero se obtiene la ecuacion:

X2+1=0
w1
X¥=-1

Pero no existe ninglin nimero real que, al elevarlo al cuadrado, su resultado sea -1. L=
ecuacion no tiene solucién. Por lo tanto el grafico de esta funcidn no corta al eje x.

El grafico de la funcién A(x) =x+1 esta desplazado 1 unidad hacia arriba respecto d=
la funcion t(x) =X, su vértice es el puntoV=(0; 1).

o va /
1

<
[~ |
|
|
|

L
2 I 7

no
N

Esto quiere decir que esta pardbola no tiene raices que sean nimeros reales, por lo tanto
no cortara al eje de las x.

8. Hallen las raices de las siguientes funciones: fix)=x2=1,g(x)=(x=3)% h(x)=x2=9,m(x)= (x+5F
a. f{x) = (x-4)2 b. Grafiquen las funciones anteriores e indiquen
b.g(x)=2x*-32 eje de simetria, coordenadas del vértice e

¢ h(x)=5x*+10 intervalos de crecimiento y de decrecimiento de
d.m(x)=5x2~25 cadauna.

9.a.Busquen lasraices delas funciones:
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itividad

)

]

Conjunto de positividad y n

(1]
w
0

nes son nimeros positivos.

junto de negatividad.
Si se observan las gréficas de h(x) y g(x).

Como la grafica se desplaza 1 unidad hacia arri-
ba respecto de la de t(x) = x, no corta al eje de
abscisas y es positiva en todo su dominio.
Luego, Ct=R, (" =2.

Al restar 2 al valor de x, la grafica se desplaza 2 uni-
dades hacia la derecha. De esa manera, no cambia
la imagen de la funcion, aunque si el vértice y las
raices. Entonces, C"=R-{2}, CC=&.

N Treels s imnes & & | Finniminm s tosvnpis tey 11 rey

Otra de las caracteristicas que se estudian en las funciones son los intervalos de positividad
y de negatividad. También se los llama conjunto de positividad y conjunto de negatividad.
El conjunto de positividad de una funcién es el subconjunto del dominio cuyas image-

El conjunto de negatividad es el subconjunto del dominio cuyas imagenes son nimeros

negativos.
Problema 6
Determinar los conjuntos de positividad v n=gatividad de las funciones:
flx) =x" -4 h(x)=x+1 g(x) = (x-2)°
A partir del grafico se puede analizar cuéndo la funcidn es positiva y cuéndo negativa
Con el gréafico de f(x) =x'-4
El conjunto de positividad es L .o
CF= (=00 ; -2) U (2; +o0). “1\ s £
El conjunto de negatividad es C" = (-2 ; 2). ‘ \‘ 2 /
BEMEEEET
En la funcién graficada se verifica que: e 'é\_l s i B
f(-3)=(-3)?-4=5 TV
f1)=1"-4=-3 N |

La imagen de -3 es un nimero positivo, por eso -3 pertenece al conjunto de positividad
de la funcion. En cambio la imagen de 1 es un ndmero negativo, por eso 1 pertenece al con-

h(x) =x*+1
UE, S TR
\ g | i/i i
5 / !
\ 1/
‘ 2 |
| [ |
| i |
PEEENEERNE
= 2
g(x)=(x-2)
'w | ;‘;v
[ \ | |/
| s L1/
| 1V
[ || | ¥
. : [ ]
=N Fé
| A | /1
= | 1 |
| |
4-3-2 (9123 |x
\ ; P11
MATEMATICA 1

g Al conjunto de positividac

selosuelerepresentarcone

simbolo C™

Al conjunto de negatividad
se lo suele representar con

el simbolo C.
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La formula f(x)=a . x2

Hay otras expresiones que también identifican a las funciones cuadraticas. Una de ellas
es la que se trata en la siguiente situacion.

Problema 7

a. Determinar la formula de la funcion que permite calcular la superficie de un circulo
conociendo su radio

En numerosas situaciones se

consideram=3,14 aunque b. ;La férmula hallada corresponde a una funcién cuadratica?
se trate de un ndmero con infinitas c. ;Para qué valores de x tiene sentido este problema?
cifras decimales no periddicas. d. ;Como es el grafico de la funcién?

La férmula que permite calcular la superficie de un circulo con radio res m - r2.
En este caso el radio mide x y es la variable independiente, la férmula queda:
s(x)=m-x2

Esta formula corresponde a una funcion cuadratica ya que cumple con la condicion de
que la variable independiente esta elevada al cuadrado.

Para determinar el dominio se debe considerar que el radio de un circulo no puede tomar
valores negativos, por este motivo Dom(s) = (0 ; +oo).

Para graficar la funcion s(x)=1 - x?, si bien el radio no puede tomar valores negativos,
es posible incluirlos para analizar el grafico con dominio de todos los nimeros reales. Es
decir que el dominio del problema son los niimeros reales positivos y el dominio de la fun-
cién son todos los nlimeros reales.

Una tabla de valores permitira tener una idea del grafico.

| |4 | s
LI
Ul U
(M
\[
0 0 3
-1 m-1 \f /
T3 3549 1 23 2
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Problema 8

Determinar las variaciones que se presentan entre el gréfico de la funcién
f(x) =X y los gréficos de las funciones:

s(x)=m-x g(x)=%x2 h(x)=—1-x2

———

~N

Se puede graficar, en el mismo
sistema de ejes coordenados, las \
funciones \

f(x)=xXy s{x)=mn-x-.

/,
//

(=2}
——
. L.
S ——
—

~

w

L™
n

ury

f
/
S
1

xv

Se observa que se modificé la abertura de la parabola. Al multiplicar a la variable x? por
T, que es un namero real mayor que uno, las ramas de la parabola se acercaron al eje de
simetria, pues cada imagen es més grande, con respecto a las imagenes de f(x) = x2.

;C6émo varia entonces el grdfico de f(x) = x? si ahora se multiplica esta funcion por un
ndmero menor que 1 pero mayor que 0?

Para comparar los graficos de f(x) =x* y g(x) = %xz, se puede construir una tabla de

g(x):

_.
N N e o
—

y
—

B

y

|
N
~n

/
/
7

Xy

-4 -3 -2 -10

En el grafico se observa que la abertura de la parébola es mayor. AL multiplicar a x2 por%
las ramas de la parabola se alejaron del eje de simetria pues, en este caso, cada imagen que
se obtiene es menor con respecto a las imagenes de x2.

MATEMATICA 1

Sia>0lasramasdela

funcion cuadratica van hacia
arriba y el vértice es el minimo de
la funcion.
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<+ C6mo se modificard la formula de la funcion f(x) =a - x2 cuando el coeficiente a es negativo?

Ahora se compara f(x) =x? con h(x) =-1-X%

fx)

=
w
N

| —
n
B

N

-4 -3 -2 -1 z 3 4 x

h(x)

[ary

no

N

En el gréfico se observa que se modificd la imagen de la parabola. Al multiplicar a X por
un nimero negativo, las ramas de la parabola van hacia abajo.

La imagen de f(x) es elintervalo [0 ; +eo).

La imagen de h(x) es el intervalo (-e ; 0] .

n Sia<0lasramasdela

funcion cuadrética van Al comenzar el capitulo se habia indicado que el vértice de la parabola es el Gnico punto
hacia abajo y el vértice es el punto que no tiene simétrico y, en los casos que se analizaron, siempre resultaba ser el minimo de
maximo de la funcion. la funcién. En el caso en que a es negativo el vértice es maximo.

Al observar los graficos anteriores se puede deducir que:
Si a es positivo, a > 0, el vértice es el minimo de la funcion.
Si g es negativo, a <0, el vértice es el maximo de la funcion.

Si se vierten los resultados obtenidos para las funciones de ecuacion f(x) = a - x%, se
puede armar la siguiente tabla:

a>0 minimo (0; +0) (~o0;0) x=0 R-{0} - ®

a<0 maximo (~0;0) (0; +o0) X0 0} R-{0}
o
> o 10. Determinen, sin realizar los gréficos, silas siguientes funciones 12. Para cada una de las siguiente funciones, decidan cual es“mas
cortanal gjex:fi(x)=x2, f(x)=x>+2 abierta™
11. Grafiquen las funciones: h(x)=2 - x*, m(x)= -2-x2, g(x)= %xz, filx)=2-x> fo(x)=3-x
fl)=—3x
Determinen el dominio y laimagen de cada una. 1‘3(x)=%~x2 falx)=—5-x*

Indiguen si el vértice de cada una es maximo o minimo. ;De qué

depende que el vértice sea maximo o minimo?
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Forma canodnica de la funcion cuadratica

Problema 9
¢Qué modificaciones hay que hacerle a la férmula de la funcién f(x) = x? para que el
vérticeseaV=(3;1)?

Si se quiere que el gréfico de la fun-
cién f(x) = x? se mueva de manera

que el nuevo vértice sea (3 ; 1):

Se observa que el vértice debera desplazarse 3 unidades hacia la derecha y 1 unidad
hacia arriba. Esta es una combinacion del desplazamiento vertical y horizontal. Al trasladar
la funcién f(x)=x?, 3 unidades en forma horizontal, hacia la derecha, se obtiene una nueva
funcion g(x) = (x - 3)2. Si ahora hay que trasladar 1 unidad en forma vertical, se obtiene la
funcién:

hix)=(x-3)2+1

Por trasladarse 1 unidad hacia arriba

Por trasladarse 3 unidades hacia la derecha

La notacion que se utilizard al nombrar el vértice de una funcién cuadratica es:
V=(x,.y)

Se sabe que el vértice de la funcion h(x) es V= (3 ; 1), y son precisamente esos valores
los que aparecen en la férmula de h(x). Luego, si V = (xy 7 yy) es el vértice de una funcién
cuadratica, su férmula puede expresarse como h(x) = (x - X2+,

Cuando la férmula de una funcién cuadratica esta expresada de la forma

' h(X)=(X‘Xv)2+yv
se dice que esta en forma canénica.

La ventaja de conocer la férmula de una funcién cuadratica en su forma canénica es que,
al mirar la férmula es posible leer las coordenadas del vértice VV = Gy Yy )

n Para trasladar el vértice de

la funcion f(x) =x%, que es

(0;0),al puntoV=(x ;y ) debe

desplazarse la parabola X, unidades

en forma horizontal e y, unidades

en forma vertical.

Por lo tanto se obtiene la funcién:

hix)=(x-x, )2 +y,

1%
13. ;Qué modificaciones hay que hacerle ala férmula de la 16. a. A partir del desplazamiento de la funcién, fix) = x2, :

SaCES
TNIOREE

funcién f(x) =x2 para que el vértice seaV=(2;-3)? grafiquen las fundiones: f,(x) = (x-4)*-5; £00=0+22+2.
14. ;Qué modificaciones hay que hacerle a la formulade la b. Determinen el dominio, imagen, eje de simetria,

funcién f{x) = x? para que el vértice seaV=(-2;3)? coordenadas del vértice, intervalos de crecimientoy de

15. Inventen un desplazamiento de la funcién fix) = x2 para decrecimiento, conjunto de positividad y negatividad de
que el vértice sea un punto del tercer cuadrante. cadauna.

MATEMATICA 1
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7. Dac= = fundén fx) =x? -9

& Det==minen: {0) ;f(=3): (1) ; F(4).

B Sstudien si existe algiin valor de x que cumpla que f(x) =3, justifiquen
@respussia.

© Analicen si existe alguin valor de x tal que f(x) =13, justifiquen a

18.a. A partir del gréfico de la funcion f(x)=x*, grafiquen:

L fad=x2 -9 |v.f(x)=%(x+3)2+5
Wl =—(x +4) V.fi)=-2-2
WL Fix) = %xz VL () =—%x2+2

b. Para cada una de las funciones anteriores, determinen el dominio,
imagen, eje de simetrfa, coordenadas del vértice, intervalos de
crecimiéntoy de decrecimiento, conjunte de positividad y negatividad.
¢. ;En cudles de las funciones anteriores el eje de simetria coincide conel
eje de ordenadas?

d. ;Cudles de las funciones anteriores pasan por el centro de
coordenadas? ;Qué caracteristica tienen en comin estas funciones?

e. ;Cudl esla parabola“mas abierta”y cudl la“mas cerrada? ;Por qué?

19. Si una parabola pasa por el punto A= (0 ; —3) y el vérticees
V=(-1 ; —4), jcudl es el punto simétrico de A?

20. Vinculen cada uno de los siguientes graficos con la formula
correspondiente.

/
/

o

-
P
o

-4 -3 -}

fg=0c+37+4
h=x¥-5

ghd=(x—4)°
mi=x*+3

21.Si se quiere que fa funcién f(x) =x se desplace de manera que el
nuevo vértice sea ef punto V=(-1;4). ;Cudl sera la formula?
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22. A partir de desplazamientos del gréfico de la funcion fix) = 2,
indiquen las férmulas de las funciones graficadas:

23.En unaisla, en la que no habia ningtin venado, se introduce una
cierta cantidad de estos animales. Al principio la manada empezé a
crecer rapidamente, pero después de un tiempo, por falta de alimentos,
la poblacién empez6 a decrecer. La férmula de la funcion que indica

la cantidad de venados en funcién del tiempo es:

N(t) = —1-(t— 112+ 196 donde t es el tiempo medido en afios y N es

el ndmero de venados a lo largo del tiempo. Realicen un grafico de la
funcion y contesten las siguientes preguntas:

a. ;Cudntos venados se introdujeron en la isla?

b. Determinen los valores positivos de t para los cuales la poblacion
aumenta y para cuales disminuye.

c. ;Cual fue la mayor cantidad de venados que hubo enlaisla?

d. ;Se extinguen en algdn momento los venados? ;Cuantos anos

transcurrieron?

24. A una fabrica de envases le encargan latas de pintura. Como la base
es circular, el volumen de las latas es V=112 - h.

El disefiador de etiquetas quiere que el radio de la base sea siempre

de 10 cm, por este motivo para variar la capacidad de las latas, lo que
puede cambiar es la altura. En cambio el capataz de la fabrica necesita
que laaltura seade 40 cm para no tener problemas al ordenarfas en las
estanterfas, y prefiere que varie el radio de la base.

Hallen las formulas de las funciones para ambas opciones y determinen
qué tipo de funcién es cada una.

25. Si una pardbola pasa por el punto A=(-1;3) yel vértice es
V=(2;1), jcudl sera el punto simétrico de A?

26. Encuentren laabscisa del vértice de una parabolasi (-1;4)y (3;4)
son puntos simétricos de la misma.



a a N

1. Si el gréfico de una fundion cuadratica pasa por los puntos A=(3: 7))y
B=(-5;7) laecuacion del eje de simetria es:

u x=-1 u x—=1
g - o

x=0

2.Siuna parabola pasa porel punto A=(1; 6) yelvérticeesV=(3 ; 2), el

puntosimétricode Aes:
B s=Goe O s-oe
B e B -9

3. Hvértice del gréficodela funcién fix) = (x+ 52— 9 es:
n V=(-9;5) ﬂ
u V=(-5:-9) n

4. Si se quiere que la fundién f{x) = x2se desplace de maneragueel
nuevo vértice sea el punto V={—4;9).La nueva formulaes:

V=(5;9)

V=(9;-5)

H hix)=x-42+9

n h(x)={x+472+9 n

5.El desplazamiento de hix) = (x+1)?-2 respectode fix)=x" es:

n hi)=(x+42-9

hi)={(x-472-9

E Dos unidades a la izquierda y una unidad hadia arriba.
n Una unidad a la derecha y dos unidades hadia abajo.

n - Unaunidad a la izquierda y dos unidades hadia a@a
n Una unidad a la izquierda y dos unidades hada abajo.
6. En la siguiente figura, la superfidie total esde 160 am?. Cesun

triangulo recténgulo isosceles y D es un rectéangulo donde fa base mide
el doble de la altura. Los valores de los lados de las figuras Cy D son:

figura D:base=8am, altura= 4cm
figura C: catetos= 4 cm, hipotenusa= 4 V2 am

u figuraD:base=16cm, altura= 4am
figura C: catetos=4 am, hipotenusa=4 +2 cm

n figura D:base=16am, altura=8am
figuraC: catetos=8cm, hipotenusa=8 v2am

7. H conjunto de positividad de la funcién hix) =—x° + 16es:

B 9 B =4

B —9ve Bl wingunadelsanteriones
8. Una fundion cuadratica cuya formulaes fix) =g-x2 4+,

Bl siempretienc dosraices reales diferentes.

ﬂ Nunca tiene raices reales.

n Puede no tener raices reales o tener dos diferentes.

Bl  ningunacelasanteriores

9. Indiguen cugl o cudles de las siguientes afirmadiones son verdaderas.

H Silaférmula de unafundidn cuadréticatiene g >0ey, >0,
entonces no tiene raices reales.

B sicinierizdeunapardbolaes-2 entoncesC*=B-{-2).
n Siuna parabola no tiene raices, entonces C=RoC =R.

n Six, eslaabscisadel vértice de una pardbola, entoncesla
funcion creceen elintervalo (x ; +oo) y decrece en {—o;x ).

19. Sea gix) una fundién cuadratica que tiene coefidiente g > 0, entonces
elintervalo de decredmiento de g{x) es:

H {x,;4+=a) u
n iy, +) n

11.S5im{x) = {x+2)? entonces se verifica gue:
H C=RTC=0. ﬂ
B c=—=2 B

C=1-2;400).

o

~==;y,)
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Problema 1
Segin los datos obtenidos en la revista N° 22 de la Asociacion Civil “Luchemos por la
Vida” durante el mes de junio de 2002, la cantidad de actas labradas en relacion a la
cantidad de infracciones de transito cometidas fueron:

Violacién de seméforo

1 66 096 000
(luzroja)
No respetar la pnorfdad 26517600
de paso del peatén
‘No relspetar uso fiel 31584000
cinturén de seguridad
Nifios en el asiento 1155000
delantero
Faltade usode 1716000
casco en motos

a. ;Cual es la infraccion que mas se comete? ;Y la que menos?
b. ;Como se obtienen los valores de la columna que dice porcentaje?

52 %

21 %

25 %

0,9 %

1,1 %

4886

1

600

51

83

¢. Segiin la cantidad de actas labradas en relacion a la cantidad de infracciones realiza-
das, ¢son confiables los controles de trénsito de la Ciudad de Buenos Aires?

ESTADISTICA



En el cuadro correspondiente al problema anterior hay una gran cantidad de informa-
cion que, si se sabe leer, permite responder las preguntas planteadas.

En primer lugar, la tabla informa acerca de tipos de infracciones de transito, que se come-
tieron en la Argentina en junio de 2002. Es decir, se analiza al parque automotor de la Argen-
tina, y sobre €L, las infracciones de transito. EL parque automotor constituye la poblacién en
estudio y las infracciones de transito es la variable que se estudia. Las distintas infracciones
de transito o valores de la variable que se observaron fueron: “Violacién de semaforo rojo”,
“No respetar la prioridad de paso del peaton”, “No respetar uso del cinturén de sequridad”,
“Nifios en el asiento delantero” y “Falta de uso de casco en motos”. Estos datos son los valores
o categorias de la variable. Estos datos son del tipo cualitativo porque informan acerca de una
cualidad de la infraccion. Se dice que esta variable es de tipo cualitativo.

Si en cambio informaran sobre una cantidad se llamarian datos del tipo cuantitativo.

La columna “Cantidad de infracciones” es la que permite decidir, a partir de comparar la
cantidad de veces que ocurrié cada infraccion, cual es la més frecuente y cual la que ocurre
la menor cantidad de veces. Cada una de esas cantidades se llama frecuencia absoluta de

cada infraccion.

La pregunta también puede responderse comparando los porcentajes, que representan
las frecuencias porcentuales.

MATEMATICA 1

Una poblacién es el
conjunto de todos los
individuos u objetos que se quiere
estudiar.
Cada una de las caracteristicas que
puede estudiarse de una poblacion
se denomina variable.
Los datos son los distintos valores,
numericos o no, que toma la
variable.
La variable puede ser cuantitativa
si hace referencia a cantidad o
cualitativa si hace referencia a
cualidades.

Se denomina frecuencia

absoluta ala cantidad de
veces que aparece un datoy se
simboliza con laletraf.
Se llama frecuencia porcentual
al porcentaje del total que
corresponde a cada valor de la
variable. Se lasimbolizaf,,.
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Una manera de determinar
n % de una cierta cantidad a
es através del siguiente célculo:

n
9700

Hay también otras maneras de

hacerlo, apoydndose en el concepto

de proporcionalidad.
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A partir del cuadro es posible reconocer que la infraccién que mas frecuentemente se
comete es la “Violacion de semaforo”. Del mismo modo es posible identificar que la infrac-
cién que se comete con menor frecuencia es “Nifios en el asiento delantero”.

Por otro lado, es sencillo reconocer en el cuadro que hay muy pocas actas labradas en funcién
de la cantidad de infracciones registradas. Por ejemplo, si se cometieron 26 517 600 de infraccio-

nes “No respetar la prioridad de paso del peaton” y solo se labraron 11 actas, es evidente que son
muy pocas. EL control es bastante deficiente.

Organizacion de datos

Muy frecuentemente en los medios informativos se presenta la informacién organizada
de diferentes maneras, entre ellas, utilizando graficos.

Grafico de barras

En el siguiente grafico se organizo la informacién de la tabla de la pagina 140.

66 096 000

31584 000 B violacisn de semaforo (luz roja)
26 517 600
. o respetar la prioridad de paso del peatén

. o respetar el uso del cinturon de seguridad

Cantidad de infracciones

I Nifios en el asiento delantero
1155000 1716 000

B ralta de uso de casco en motos

Los graficos se utilizan para visualizar relaciones entre los datos sin necesidad de com-
parar las cantidades. A partir de la mera observacién del grafico muchas veces es posible
arribar a algunas conclusiones. En este caso, se visualiza con mayor claridad cual es el dato
con mayor frecuencia (Violacién de semaforo) porque se observa la barra mas alta, y el de
menor frecuencia (Nifios en el asiento delantero), sin necesidad de leer las frecuencias.

El mismo grafico de barras se puede graficar con las barras horizontales, cambiando lo
que se mide en cada eje:

1716 000

1155 000

31 584 000
S violacion de semaforo (luz roja)
26 517 600 B N respetar la prioridad de paso del peatén
B o respetar el uso del cinturén de seguridad
66 096 000 I Nifios en el asiento delantero

B ralta de uso de casco en motos

Cantidad de infracciones
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©Hnta fresca ediclones s, A | Prohibida su fotocopla, Ley 11,723

Los graficos de barras sirven para comparar los distintos valores de la variable en cuestién
mirando solamente cual de las barras es mas larga (la de mayor frecuencia) y cual mas corta
(la de menor frecuencia).

Este estilo de grafico se utiliza en general para representar variables cualitativas.

Hay también otras maneras de representar graficamente variables cualitativas.

Grafico circular
Problema 2

En la elecci6n a presidente del Club Villa Pueyrreddn, se presentaron cuatro listas.
El siguiente grafico muestra los resultados obtenidos:

Violeta 52% Lista violeta

Lo e Lista verde
Roja 21%

Naranja 0,90% Lista blanca Lista naranja
Verde 1,10%

Lista roja

¢Como fue armado el gréfico?

Para que el grafico circular represente la distribucién de frecuencias que se tiene, es
necesario asignar a cada candidato una porcion del circulo, en proporcion a la cantidad de
votos que recibié.

El sector circular se determina al calcular el angulo central que corresponde a cada valor
de la variable.

A la totalidad de casos, es decir al 100%, le corresponde un angulo central de 360°.

Al candidato de la Lista violeta le corresponde el 52% del total de los votos, en el gréfico le
correspondera un dngulo que sea el 52% de 360°. Hay diferentes maneras de encontrar este valor:

x=0,52-360°=187° 12"

o0 bien de esta otra forma
100% _ 52% , 4 360°-52% _, » 1979 12

Una manera de obtener
Al calcular todos los angulos: elangulo, x, en un grafico
circular correspondiente a un valor
p de la variable es la siguiente:
_ p-360°
100
donde p es el porcentaje

correspondiente, y xel angulo que
determina.

Violeta 187012’ Lista violeta

Blanca 90° Lista verde ) ;
Roi 750 36" Sieldato que se tieneesla
o e ; Li ; frecuencia absolutafy Nesla
: e Lista blanca ista naranja ) )
Naranja 301424 cantidad total de frecuencias,
Verde 3057'36" el éngulo se obtiene a partir del
Lista roja siguiente calculo:
_f 3600
X=y 360
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=
“ B 1.Segln el registro de estadisticas del Hospital Zonal de la ciudad de

Salta, las operaciones efectuadas durante el afio 2003 fueron:

Torécica 20
Huesos y articulaciones 42
Ojos 15

Oido, narizy garganta 58
Abdominal 65
Urologia 37
Proctologia 32
Ginecologia 85
Neurocirugia 21
Cardiologia 34
Totales 409

a. ;Cudl es la poblacion que seanaliza?

b. La variable que se analiza, ;es cualitativa o cuantitativa?

¢. ;Cudl fue la operacién que mas se realiz6?

d. ;Cudl fue la operacién menos frecuente?

e. Realicen un gréfico de barras y uno circular que muestre la
informacion dada en la tabla.

2. El profesor de educacién fisica de la escuela le encargé a un grupo de
alumnos que hicieran un relevamiento de los deportes que practican
los chicos de séptimo grado. Con los datos que obtuvieron armaron la
siguiente tabla:

FUTBOL 25 -
BASQUET 10 7
VOLEY 12 20
RUGBY 5 :
HANDBOL 7 12
NATACION 3 6
ARTES MARCIALES 2
TENIS 3
TOTAL 67 53

a. ;Cudl es la poblacién en estudio?

b. ;Cudl es el deporte més practicado?

¢. ;Cudl es el deporte més practicado por los varones?

d. ;Cudl es el porcentaje de alumnos que practican natacion?

e. Realicen un grafico de barras que muestre la cantidad de alumnos de
ambos sexos que practican cada deporte.

f. Realicen un gréfico circular donde se observe la cantidad de mujeres
que realizan cada deporte.
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g. Realicen otro gréfico de barras de toda la poblacién estudio, en donde
se diferencien los varones de las mujeres.

3. El siguiente diagrama circular muestra de qué manera un alumno usa
su tiempo de clase de 60 minutos de duracion.

Guardando
sus utiles

30°

Preparandose
para trabajar

~ Trabajando

204°

Consultando
con su grupo

Hablando
18°

a. Indiquen cuanto tiempo pasa trabajando, hablando y guardando sus
utiles.
b. Si el alumno pasa 10 minutos consultando con su grupo, jcual es el
angulo que le corresponde a esta categoria en el diagrama circular?
¢. ;Cudnto tiempo pasa preparandose para trabajar?
4, El siguiente grafico representa la cantidad de hijos de un grupo de
familias.

ylk

o]

@

N

frecuencia

0 0 5 5 e o5 B o

A
o
g
x¥

5] 314
RS [cdntidaﬁdeﬂijos L1

a. ;Cuéntas familias tienen menos de 3 hijos?

b. ;Cudntas familias fueron encuestadas?

¢. ;Cudl es la cantidad total de chicos que hay entre todas las familias
encuestadas?

d. ;Qué proporcion de las familias tienen un solo hijo?

e. Completen la siguiente tablay realicen, a partir de ella, un grafico circular.

Cantidad de Hijos

Angulo central

© Tinta frosca ediciones 5, A, | Prohibida su fotocopia, Ley 11,723
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Frecu

Problema 3
En una carrera donde se enfrentaban dos equipos, los tiempos que tardaron los partici-
pantes en recorrer 100 metros, se presentan en las siguientes tablas:

Equipo A EquipoB

12 49 12 36

1 55 11 33
10 26 10 18
9 4 9 3
Total 134 Total 90

Los del equipo A dicen que son mas rapidos, pues hay més corredores que tardaron 9
segundos. Los del equipo B dicen que ellos son mas rapidos pues, si bien hay menos
corredores que tardaron 9 segundos, son menos corredores en total. ;Quién tiene razén?

Segin se observa en las tablas, la cantidad de corredores que tardaron 9 segundos es
mayor en el equipo A que en el B. Pero también hay que tener en cuenta que la cantidad de
corredores del equipo A es mayor que la del equipo B. Por este motivo, para comparar ambos
equipos es necesario hacerlo en referencia al total de corredores de cada uno.

De esta manera es posible garantizar que en el equipo A hay 4 corredores de los 134 que
tardaron 9 segundos en tanto que en el equipo B son 3 de 90. Puede observarse entonces
que el equipo A tiene una proporcion menor de corredores que tardaron 9 segundos, aunque
sean mas.

Una manera de comparar es, entonces, escribir los datos en forma de proporcion.

Esta proporci6n entre la frecuencia absoluta de un valor de la variable y el total de fre-
cuencias recibe el nombre de frecuencia relativa. La frecuencia relativa es, la proporcion que
representa la frecuencia absoluta con respecto al total de datos. Para obtener la frecuencia
relativa se divide la frecuencia absoluta por la cantidad total de datos. En el problema las
frecuencias relativas del equipo A y del B son:

4 _ 3.
m-0,0298507....y 0 0,0333...

e}

Una forma de interpretar la frecuencia relativa es la siguiente.

Al considerar el total de la muestra como la unidad, es decir, 1, se quiere saber qué parte
corresponde a cada uno de los valores de la variable. Esta idea es muy similar al concepto de
porcentaje. La diferencia es que al calcular porcentajes se supone que el total de la muestra
se corresponde con el 100%.

Si se pretende calcular el porcentaje de corredores que tardaron 9 segundos en el equipo
A, puede hacerse

La frecuencia relativa esel

cociente entre la frecuencia

5 -
13" 100 = 2,98507%

En esta operacion el primer factor es la frecuencia relativa. Por lo tanto, el porcentaje se
puede obtener multiplicando a la frecuencia relativa por 100.
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Problema 4

En un articulo publicado por el INDEC (Instituto Nacional de Estadistica y Censos) se
muestra mediante un grafico circular el porcentaje de habitantes de Salta, Jujuy, Tucu-
mén y Catamarca con respecto a la cantidad total de habitantes del noroeste argentino.

Poblacion del noroeste argentino

10%

a _ : . 18%

400/0 B catamarca

3 2°/o Tucumén

Si el total de habitantes de las cuatro provincias es 3 364 030, ;cudl es la cantidad de
habitantes en cada provincia?

Si se denomina ¢ a la cantidad de habitantes de Catamarca, como son el 10% de los

3 364 030 habitantes del noroeste argentino, para averiguar la cantidad de habitantes hay
que hallar el 10% del total.

3 364 030 _

c=0,10-3364030=336403 6 =——r—=

c _3364030-10_
100 10 = = 336 403.

E 100

En Catamarca hay entonces 336 403 habitantes.

EL 18% de los habitantes del noroeste argentino son de Jujuy:
j=0,18 - 3364 030 = 605 525 habitantes, redondeando al nimero entero mas cercano.

En Salta: s=0,32 - 3364 030 = 1076 490 habitantes aproximadamente.

En Tucuman: t = 0,40 - 3 364 030 = 1 345 612 habitantes.

5.Enlaciudad de Santa Rosa se realizé un estudio acerca de las marcas d. Completen la tabla de frecuencias y de porcentajes.

T

delos 1200 automdéviles que estuvieron estacionados en la plaza el dia
domingo. Con la informacién recogida se confecciono el siguiente gréfico:

Automoviles en la plaza

Fiat

Citroén Fiat
13% 259, Ford
Renault
Renault Ford Citroén
32% 30%
a. ;Cudl esla poblacion en estudio? e. Construyan un grafico de barras donde se visualicen las frecuencias
b. ;Qué tipo de variable se esta estudiando? absolutas de cada valor de la variable.

¢. ;Cuantos automaviles de cada marca se estacionaron?

i 146 ESTADISTICA



TINTA TTORCH aqiciones 5 A, | Fronibida su totocopia, Ley 11,743

Variables cuantitativas continuas. Intervalos de clase

Problema 5

Una fabrica de ropa para adolescentes necesita saber qué largo de pantalones le con-
viene fabricar para vender la mayor cantidad posible. El duefio decidi6 elegir 80 chicos
de edades entre 13 y 17 afios y les consulto acerca de su altura. Las estaturas registra-
das, en cm, fueron:

152 156 178 154 165 143 145 157 156 154
151 165 145 172 155 153 152 144 156 146
140 178 143 179 151 164 171 151 157 172
158 143 160 156 161 166 158 143 172 165
144 165 144 145 165 170 155 157 156 177
156 143 158 164 162 151 165 156 157 154
178 156 159 166 156 152 160 151 152 150
143 154 148 156 155 165 161 160 154 149

a. ;Por qué se seleccionaron 80 personas?

b. ;Cuél es la mayor y la menor de las alturas registradas?

c. ;Como se pueden utilizar los datos obtenidos de manera tal de poder decidir de qué
talle conviene fabricar més pantalones?

Como es imposible entrevistar a todos los adolescentes, el duefio realizé una seleccion
de 80 personas. En este caso, se tomo una muestra de la poblacion.

La variable en estudio es la estatura. Es una variable cuantitativa continua porque entre
dos valores posibles de la variable siempre hay infinitos, aunque no se puedan medir.

Al observar la tabla se puede afirmar que para la muestra considerada, las alturas varian
entre 140 y 180 cm. Estos valores constituyen el minimo y méaximo valor observado.

Como no se pueden fabricar pantalones para todas las alturas existentes, el duefio debe
considerar intervalos de altura para determinar la medida de los diferentes talles. Para eso,
usa las frecuencias absolutas de cada altura con el objetivo de determinar los intervalos de
alturas que se corresponden con cada talle.

La estatura de una persona varia de manera continua, aunque la medicién no pueda
hacerse de la misma manera. Saber cuantos chicos miden 155 cm o si ninguno mide 163 cm
no le aporta informacion relevante al fabricante para planificar su produccién.

En estos casos es posible agrupar los valores de la variable en intervalos, [lamados inter-
valos de clase. De esta manera, se pierde informacion, ya que al asignarle una frecuencia a
un intervalo deja de tenerse el dato de a qué valor corresponde cada uno.

¢ Como se determinan los intervalos de clase?

Para armar una tabla agrupando los datos en intervalos de clase hay que tener en cuenta
algunas cuestiones:

MATEMATICA 1

Sellama muestra a

un subconjuntodela
poblacién. Se toma una muestra
cuando el nimero de la poblacién
estan grande que no se puede
encuestar o analizar las respuestas
de todos.

Una variable cuantitativa
puede ser continua o
discreta.
Es continua si entre dos valores
de la misma siempre hay infinitos
valores.
Siesono ocurre se llama discreta.

Se denomina intervalo
declase acadaunode
los intervalos en que pueden
agruparse los datos de una variable
cuantitativa continua.
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8 Generalmente se toman todos los intervalos con la misma amplitud, aunque no tiene
por qué ser asi. Depende de qué se esta midiendo.

B Cada dato debe pertenecer a un Unico intervalo.

§ La cantidad de intervalos depende de la cantidad de datos y de la precision que se necesita.

B Muchas veces se toman intervalos que son abiertos en un extremo y cerrados en el otro,
ya que cada dato debe pertenecer solo a un intervalo. Otras veces, se consideran como extre-
mos de los intervalos valores que seguro no pueden ser valores de la variable en cuestion.

;C6mo se calcula la amplitud de cada intervalo?

Para determinar la amplitud de cada intervalo hay que tener en cuenta el mayory menor
de los datos. En el problema 5, la estatura mayor es 180 cmy la estatura menor es 140 cm.

La diferencia entre la estatura mayor y la menor es: 180 cm - 140 cm = 40 cm. Esta esta-

tura se la divide por la cantidad de intervalos que se quiere armar. Si se desea distribuir a los
M =5cm

datos en 8 intervalos, la amplitud de cada uno debe ser: 5

Esto quiere decir que la amplitud de cada intervalo es 5 cm y que quedan determinados
8 intervalos.
[140; 145) ; [145 ; 150) ; [150 ; 155) ; [155; 160)
[160 ; 165) ; [165; 170) ; [170; 175) ; [175 ; 180)
Estos intervalos son cerrados a izquierda y abiertos a derecha, lo que significa que, por
ejemplo, en el primer intervalo esta incluida la altura 140 cm pero no la altura 145 cm.
Para poder establecer la frecuencia absoluta de cada intervalo es necesario ordenar el
listado de datos. Para ello, es Gtil realizar una tabla complementaria donde se indique cuan-
tas veces aparecen los datos de los distintos intervalos.

[140;145)  [145;150) [150;155) [155;160) [160;165) [165;170) [170;175) [175;180)
[T (1111 CPELEEEEEE HTEEE TR (LT LI (1111 [
10 6 16 21 8 9 5 5

EL primer intervalo tiene una frecuencia de 10, esto significa que hay 10 personas cuyas
alturas estan entre 140 cm y 145 cm, aunque ya no se sabe cuales fueron exactamente los
valores observados. Al agrupar en intervalos se pierde informacion. Si se mira la tabla se
observa que el primer intervalo tiene una frecuencia de 10, pero no se sabe a cual de los
valores corresponde.

2
2

fos

[140;145

1 )
Si el fabricante numera los 2 [145;150) B
talles de los pantalones con- 3 [150;155) 16
secutivamente es posible ar- 4 [155;160) 21
mar una tabla de frecuencias 5 [160;165)
seg(n los intervalos. 6 [165;170) 9
7 [170;175)
8 [175;180) 5
Total 80
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Al considerar la muestra de los 80 chicos medidos, la mayor frecuencia esta entre los
que miden 155 cmy 160 cm.

En consecuencia, le conviene fabricar mas pantalones del talle 4 porque teniendo en
cuenta la altura de los chicos es mas probable vender un pantalén de ese talle.

En el desarrollo del capitulo se han hecho gréficos de barras y circulares, en ambos casos
para variables cualitativas o variables cuantitativas discretas.

En el caso de variables continuas, que deben medirse a partir de intervalos de clase, el
grafico apropiado es el histograma.

Histogramas

Este grafico es muy similar a un grafico de barras, pero tiene algunas diferencias impor-
tantes con él.

Como la variable toma valores continuos, no hay espacios entre los valores de la varia-
ble, luego no se separan las barras.

La altura queda determinada por una propiedad fundamental de los histogramas:

"el &rea de cada barra debe serigual a la frecuencia relativa del intervalo de clase corres-
pondiente".

Sisellama by h a la basey altura de cada rectangulo, resulta que:

) e
b-h=f, = h= 5
Ademés, la base coincide con el ancho de cada intervalo, que se obtiene restando el
extremo mayor menos el menor.
Para poder armar un histograma se pueden agregar columnas a la tabla de frecuencias:

1 [140;145) 10 %:ojzs 0,125:5=0,025

2 [145;150) 6 §%= 0,075 0,075:5=0,015

3 [150;155) 16 -;%;o,z 0,2:5=0,04

4 [155;160) 21 2L -02625  02625:5=0,0525
5 [160;165) 8 % =0,1 0,1:5=0,02

6  [165;170) 9 §96 =0,1125  0,1125:5=0,0225
7 [170;175) 5 2=00625  0,0625:5=0,0125
8 [175:180) 5 85—0 =0,0625  0,0625:5=0,0125

Total 80 1
MATEMATICA 1

El gréfico que se usa para

variables continuas es el
histograma.En él, el drea de cada
barra coincide con la frecuencia
relativa de la clase.

u Sisellamabyhalabasey
altura de cada rectdngulo,

resultaque h= Q .Ademads, la base
coincide con el ancho de cada
intervalo, que se obtiene restando
el extremo mayor menos el menor.
Sielintervalode clasees[x, ; x,), la
base se obtiene a partir de x, - x,.
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Las dos rayitas que estan

sobre el eje x indican que en
realidad el eje estd cortado y solo se
observa a partir de alli.

La frecuencia acumulada de

unintervaloeslasumadela
frecuencia del intervalo mas todas
las frecuencias de los intervalos
anterioresa él.

. 150

El gréfico queda entonces:

Estaturas

0.06

140 145 150 155 160 165 170 175 180

Intervalos de clase

Grafico de frecuencias acumuladas

También es posible hacer otro tipo de grafico para variables cuantitativas continuas. Muchas
veces es interesante saber como van aumentando las frecuencias en los distintos intervalos.
Para eso, puede agregarse una columna a la tabla donde se acumulan las frecuencias:

1 [140; 145) 10 10

2 [145;150) 6 10+6=16
3 [150;155) 16 16+16=32
4 [155;160) 21 32+21=53
5 [160;165) 8 53+8=61
6 [165;170) 9 61+9=70
7 [170;175) 5 70+5=75
8 [175;180) 5 75+5=80

Para armar la tabla de frecuencias acumuladas hay que tener en cuenta cuél es la suma
de las frecuencias al finalizar cada intervalo. Asi, al finalizar el primer intervalo se ha acu-
mulado una frecuencia de 10. Al finalizar el sequndo intervalo se agrega una frecuencia de 6
a las 10 ya acumuladas, haciendo un total de 16, y asi sucesivamente.

Claramente, al final del dltimo intervalo se acumula el total de las frecuencias.

En el grafico se representan los valores de la variable en el eje horizontal y las frecuen-
cias acumuladas en el vertical.

Como la variable es continua, no i O I (A "

hay informacién acerca de para qué 2 || ‘ A / ‘

valores se acumulan las frecuencias, - I ‘ /

por lo que se supone que todas se i) ;/ Lol

acumulan al finalizar el intervalo. 50 1 /1 T I

Como tampoco se sabe como fue el ' || / | '

aumento, se graficaré con un seg- 20— /‘/ ‘ J 4 o I

mento. Esto equivale a suponer que | / = T

el incremento fue constante. o — —1 >
"160 | 150 | 160 | 170 | 180
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Este tipo de gréfico muestra los incrementos de las frecuencias a través de las pendien-
tes de los segmentos que lo conforman. Cuanto mayor es la pendiente de un segmento,
mayor es el aumento de las frecuencias.

Como el menor crecimiento posible es cero, o sea que las frecuencias se mantengan
iguales, puede suceder que el grafico se mantenga constante (horizontal) de un intervalo a
otro. Lo que nunca puede suceder es que el grafico decrezca.

Entonces, en un gréfico de frecuencias acumuladas, los valores de las ordenadas oscilan
entre 0 y el total de las frecuencias. Ademas, la funcion nunca decrece, aunque puede
haber intervalos en lo que permanece constante.

Problema 6

Para hacer un estudio sobre las edades del piblico que sigue a una banda de mdsica, y ante
la imposibilidad de preguntar la edad a todos los concurrentes, se decidié tomar una muestra
de 60 personas al azar durante su ingreso al mismo. Las edades registradas fueron:

195 E 22N eIT s S308 2005196 191 | 25007 127
240 §1230 6350 BTN A3 L jo A3 S 95 ok 7
222355 13 EP3UIOE S 3TE L6 w00 - 1D1s 04
S35 N228 VA 200 Bl SO0 STRS BI68 B06 30
2412 °23 55225 5524 19= 1261 18 55.20° 2110
155 2800238 830 09 6w | 28 N5 E0AH S0

¢Es posible representar los datos observados como intervalos?

Si bien la cantidad de datos no es demasiado grande como para convertirse en inmane-
jable, es posible expresarlos como intervalos.

La primera cuestion a decidir es la cantidad de intervalos que se quiere utilizar. La can-
tidad dependera de qué se quiere analizar a partir de esta muestra.

Se denomina rango de los valores observados a la diferencia entre el mayor y menor de
los datos.

Edad mayor =37 Edad menor =13 Rango =37-13 =24

Si se decide construir 6 intervalos, cada uno de ellos tiene que medir 24 : 6 = 4 y enton-
ces los extremos son: 13-17; 17-21; 21-25; 25-29; 29-33 y 33-37. Pero asi definidos no se
sabe en cuél de ellos ubicar, por ejemplo, al niimero 21.

Para evitar tener inconvenientes con los extremos muchas veces se consideran valores
con algdn decimal mas que los datos dados. De esa manera, al tener los extremos més deci-
males que los datos, seguro que no van a coincidir con ninguno de ellos.

Si en este caso se supone que el minimo valor es 12,5 en lugar de 13 y el maximo 37,5 en
lugar de 37, el rango es 37,5 - 12,5 = 25 y cada intervalo medira 25:6 = 4,166666... Para evitar
trabajar con nmeros periddicos se puede tomar como amplitud a 4,17. Si se hubiera redon-
deado para abajo no se hubiera llegado en el Gltimo intervalo a cubrir el maximo dato.

MATEMATICA 1

=< Ungréfico de frecuencias
acumuladas es aquel que a
cadaintervalo de clase le asigna las
frecuencias acumuladas hasta él.
Este tipo de gréficos nunca decrece.

El rango de una muestra es
la diferencia que existe entre
el mayory el menor de los datos
y se calcula restando el mayor y el
menor de ellos.
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Asi, los extremos de los intervalos son:

12,5y12,5+4,17=16,67
16,67y 16,67 +4,17 =20,84
20,84y20,84+4,17=25,01
25,01y25,01+4,17=29,18
29,18y 29,18 +4,17 =33,35
33,35y33,35+4,17=37,52

[12,5;16,67)
[16,67;20,84)
[20,84;25,01)
[25,01;29,18)
[29,01;33,35)
[33,35;37,52)

EL altimo intervalo termina en 37,52 en lugar de 37,5 debido al redondeo de la amplitud

de cada intervalo.

La tabla de frecuencias es entonces:

6

[12,5;16,67) 6

[16,67 ;20,84) 14 20
[20,84;25,01) 21 41
[25,01;29,18) 1 52
[29,01;33,35) 58
[33,35;37,52) 60

En este caso la variable en estudio, las edades de los asistentes, es una variable discreta

y al expresarla en intervalos se la considera como continua, aunque en realidad no lo sea.

Al trabajar con la dltima tabla hay una pérdida de informacién dado que se sabe la fre-

cuencia de todo el intervalo y no de cada valor puntualmente.

Un grafico de frecuencias acumuladas de este problema pueden ser:

60

4

50

40+

301
20

10

0

v

para envolver en una fabrica:

. 6.lasiguiente tabla muestra el ancho de 20 envoltorios de papel usados

bolsas de galletitas:

0<x<20
20<x< 25

5}
5
25<x<30 7
30<x<40 3

7. Los siguientes valores representan el peso, en gramos, de pequenas

4771 39" 2421300 1495135 44 361 119 552
23.°32 66 29 '5 40 33 11 44 22
271581385 83755481 16311931 407 531 1 94
47 22 144 (33 13, 59 133 49 57 30
17 45 38 33 25 40 51 56 28 64

Grafiquen un histograma para representar la variable.
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Agrupen los datos en 6 intervalos de clase iguales y muestren la

informacion a través de una tabla de distribucién de frecuencias.
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Graficos que resultan engafosos

Problema 7

En el diario Campo del dia sébado apareci6 una publicidad de camiones Volvo.

La publicidad asegura que del total de camiones vendidos en los ltimos 10 afios, Volvo

es la marca con mayor porcentaje de camiones que todavia estan en uso.

En la publicidad se mostraba el siguiente grafico.

100+

Porcentaje

95 4—

94 +

93—+

925

91

Volvo

Scania

Chevrolet Mercedes Benz

No se hizo esperar la respuesta de la competencia y en el diario Campo del domingo

aparecio una publicidad de camiones Scania mostrando, con otro grafico, la misma

informacion que presentd Volvo, pero desde otro punto de vista.

Porcentaje

100+
90-
80
70
60 -
50+
40
304

204

10

Volvo

Scania

Chevrolet Mercedes Benz

¢En qué se diferencian estos graficos? ;Es distinta la informacién de cada publicidad?

¢Miente alguna de las dos empresas?

A simple vista los graficos son diferentes, pero si se presta atencion, el eje donde se

marcaron los porcentajes del primer grafico no comienza desde cero.

Los porcentajes de rendimiento varian solamente entre el 94% y el 99%. Visualmente en

el primer grafico esta diferencia parece mucho mayor. En cambio el segundo grafico mues-
tra lo parejo del rendimiento de las cuatro marcas de camiones encuestadas.

La informacién de ambos graficos es la misma, pero presentada desde otro punto de

partida. Solamente con cambiar la escala en uno de los ejes, el grafico parece dar una infor-
macion que no es realmente correcta. No se puede decir que alguna de las empresas miente,
sino que presenta la informacién de manera tal que la favorezca.

MATEMATICA 1
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Problema 8
El coordinador de ventas de una fabrica de tijeras, tomé durante el primer semestre del afio
una serie de medidas para aumentar las ventas; obteniendo los siguientes resultados:

Enero 293254

Febrero 294674
Marzo 298747
Abril 299014
Mayo 299524
Junio 300012

Como las ventas fueron en aumento, muy entusiasmado decidid hablar con el gerente
de la fabrica para pedirle un aumento de sueldo. Para dicho encuentro confecciond

el siguiente grafico:
Venta de tijeras

300 000

298 000 -
'296 000 1
294 000 -
292 000 1—

{8 e

290 000 1

u , i1 ,
Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio

Pero cuando se reunid con el gerente, éste le presento este otro gréfico:

Venta de tijeras

320 000 f =

310 000 +—— : :

305 000 +——F+—+—+——+—+—F+———+—+—++—

300 000 B

11 1 1 . 3 '7% —3 —1 *
B | . ;| -
Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio

Ante el pedido de aumento el gerente le dijo: —~Acé no se ve que las ventas hayan aumen-

tado tanto.

:Quién de los dos les parece que tiene razon? ;Por qué?

En principio, los dos tienen razdn ya que no se cambiaron los datos. La diferencia esta
nuevamente en un problema de escala. En el grafico del empleado cada division del eje ver-
tical corresponde a 2000 tijeras, en cambio en el gréfico del gerente cada division corres-
ponde a 5000 tijeras. Esta diferencia de escalas hace que en el primer gréfico el crecimiento

parezca mucho mayor que en segundo.

ESTADISTICA



Medidas de tendencia central

Las medidas de tendencia central son una manera de resumir los datos obtenidos, en un

representante de los datos de los que se dispone.

Hay varias maneras de establecer dicho representante. En los siguientes problemas

desarrollaremos algunas de ellas.

Problema 9
La siguiente tabla muestra los puntos obtenidos por los equipos de fiitbol que arriesgan
la permanencia en primera division en el torneo apertura 2005, pasadas 6 fechas:

2003/04

2004/05 43 42 s S A 2

2005/06 4 4 4 0
Puntos 86 46 4

S v R

Promedio 1,061 1,045 0,800 0,000

¢Como se calculd el promedio?

Para responder esta pregunta es conveniente aclarar algunas cuestiones que aparecen
en la tabla. En primer lugar, Gimnasia y Tiro Federal no han participado en los torneos
2003/4 ni 2004/5. Es decir, estaban en el Nacional B y ascendieron a Primera A. Por eso no
se le otorgan puntos. Del mismo modo Instituto en el torneo 2003/04.

En cada fila que figuran los afios de los torneos, se anotaron los puntos obtenidos por
cada equipo, a razén de 3 por partido ganado, 1 por partido empatado y 0 por partido perdi-
do. Los puntos, indican el total de puntos sumados en los Gltimos tres torneos. EL promedio
se determina mediante el siguiente calculo:

cantidad de puntos
cantidad de partidos jugados

Es asi que,
' Olimpo tiene % =1,061 de promedio;
Instituto tiene un promedio de % =1,045;

Gimnasia tiene un promedio de %= 0,800y

Tiro Federal tiene un promedio de % =0,000.

Los valores obtenidos indican la cantidad promedio de puntos que cada equipo ha
tenido por partido.

MATEMATICA 1

La media, también llamada
media aritmética, es el

promedio de un conjunto de datos.
Se obtiene sumando los valores y
dividiendo por la cantidad total de
ndmeros.

El simbolo que se utiliza parala

media es: x
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Sueldo 500 525
Cantidad de 5
empleados

De seguir con estos promedios, tanto Tiro Federal como Gimnasia de Jujuy descenderan
directamente al Nacional B.

EL promedio también se conoce con el nombre de media o media aritmética. Para cal-
cular la media se suman todos los datos y se divide por el nimero de datos registrados.

Problema 10

En una empresa el registro de sueldos es:

500 500 500 525 525 530 530 535 600 600 610 610
620 620 800 800 820 900 1000 1300 2000 3000 5000

Si la empresa toma un empleado nuevo, ;cual seré el sueldo mas factible que cobre?

Si se ordenan los datos en una tabla de frecuencias se obtiene:

535 600 610 620 800 820 900 1000 1300 2000 3000 5000

1 2 2t SR, 2 1 1 1 1 1 1 1

Para calcular el promedio o media aritmética de los sueldos, se puede realizar el siguien-

te calculo:

_500-3 +525-2 +530:2 + 535 + 600-2 + 610-2 + 620-2 + 800-2 + 820 + 900 + 1000 + 1300 + 2000 + 3000 + 5000

¥ =

Cuando un valor se repit

v M

mas de una vez, es decir

tiene frecuenciamayorque 1, a
calcular la media no es necesario
sumarlo tantas veces como
aparezca. Es posible muitiplicarlo
por su frecuencia. Asimismo,

la cantidad de elementos de la
muestra es la suma de todas las
frecuencias absolutas.

La férmula para calcular lamedia en
este caso es entonces:

de datos.
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23
23425
=773

X =1018,48

En este caso la media no es representativa del total de los sueldos. La mayoria de los
sueldos esta muy por debajo de este promedio.

19 sueldos quedan por debajo de la media y solamente 4 quedan por arriba de ella. La
desviacion se produce porque es muy grande la diferencia entre muchos sueldos bajos y pocos
sueldos muy altos.

Por eso hay que tener cuidado y leer atentamente cuando, a partir de alguna encuesta se
llega a conclusiones apresuradas o tendenciosas.

Se debe buscar entonces, otra medida que resulte mas representativa que la media.

A partir de los datos que se proponen, el sueldo que es cobrado por mas cantidad de
empleados, es decir el de mayor frecuencia, es $ 500. A este sueldo se lo denomina moda de
la variable sueldo.

Nuevamente, hay demasiados sueldos muy por encima de la moda.

Para un nuevo empleado serfa conveniente considerar otra medida mas representativa
que las dos anteriores.

ESTADISTICA
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Un valor posible es considerar un dato intermedio. En este caso, como hay 23 datos, el § La mediana es el valor
ubicado en la posicion 12 los divide en dos grupos iguales y aparece sefialado en rojo: & central cuando los datos
500, 500, 500, 525, 525, 530, 530, 535, 600, 600, 610, 610, e
620, 620, 800, 800, 820, 900, 1000, 1300, 2000, 3000, 5000. -amediana ejaalosumoa mitad
de los datos por encima como por
Este valor intermedio recibe el nombre de mediana.
Para este problema la mediana es el valor mas representativo de los datos analizados.
Por lo tanto, es posible suponer que un empleado nuevo tiene més probabilidades de cobrar
alrededor de $ 610, que un sueldo mas alto.

Tinta

Problema 11

Se encuesté a un grupo de 20 madres de Puerto Rico y se les pregunté cuantos hijos tenian.
Las respuestas fueron:

;Cuél es la moda y la mediana de esta muestra?

Para poder determinar la moda se realiza una tabla de frecuencias de cada dato:

Cantidad =
de hijos Frecuencia
1 4
2 6
3 3
4 4
5 2
6 1

Al observar la tabla se ve que el dato de mayor frecuencia es: 2 hijos. La moda es,
entonces: 2 hijos.

Para determinar la mediana se ordenan los datos obtenidos de menor a mayor:

107051 ;2527252;2;25735:3;3;44;4;475:5;6

Como es un namero par de datos no hay un dato que quede en el medio, la mediana es
entonces el promedio de los dos datos que quedan en el centro de la muestra.

En este caso, que hay 20 datos, los del medio son los que se ubican en los lugares 10 y
11, porque dejan 9 datos de cada lado.

T3 1;1705252;2325272;8353;3:4;4745 4; 58546

La mediana es entonces 2,5 hijos.

Si bien no es un valor posible de la variable, divide a los valores observados en dos gru-
pos, cada uno de los cuales tiene a lo sumo la mitad de los casos.

Una pregunta que podria plantearse es por qué la mediana no podria haber sido, por
ejemplo, 2,3, que también divide a los valores observados en dos partes con a lo sumo el
50% de los casos.

En realidad, 2,3 seria una posibilidad, pero para no dejar la respuesta librada al criterio
del que est& haciendo los calculos es que se acuerda tomar el valor intermedio.
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Problema 12

Las estaturas de 50 personas adultas se muestran en la siguiente tabla:

169,5 <x<174,5 8
174,5 <x<179,5 17
179,5 <x<184,5 14
184,5 <x<194,5 11

a. ;Cuél es la estatura mas frecuente?
b. ;Cual es la estatura media de esta muestra?
c. ;Cual es la mediana de la muestra?

Como todos los intervalos tienen igual amplitud, la moda estara en el intervalo de
mayor frecuencia. En este caso, es el intervalo de estatura entre 174,5y 179,5 cm. La moda,
no es un valor de la variable, sino un intervalo llamado, intervalo modal.

Cuando la variable esta expresada en intervalos, no se sabe a qué valor corresponden
las frecuencias, con lo cual no es posible calcular la media aritmética y la mediana. En ese
caso, se toma un representante del intervalo y se le asignan todas las frecuencias a él. Por
supuesto, esta manera de calcular la media supone una pérdida de informacion, pero al
haber muchos nimeros no hay otra opcién.

Es asi que se elige como representante al punto medio de cada intervalo de clase, es
decir al promedio entre el minimo y maximo de cada intervalo. Ese nimero se llama marca

de clase.

Para esta distribucién de frecuencias, las marcas de clase de cada intervalo son:

169,5 <x<174,5 172 8

174,5 <x<179,5 177 17
179,5 <x<184,5 182 14
184,5 <x<194,5 189,5 1

Esto permite ahora considerar la variable como si fuera discreta, tomando los valores
172; 177; 182; 189,5 con frecuencias 8; 17; 14y 11, respectivamente.

Para hallar la media de esta variable se multiplica cada marca de clase por la frecuencia
correspondiente y se lo divide por el tamafio de la muestra, o sea la suma de todas las fre-
cuencias. Multiplicar por la frecuencia es lo mismo que sumar la marca de clase tantas veces
como aparecen los datos correspondientes a cada intervalo.

ESTADISTICA
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La media es entonces,

172 -8+177-17 +182 - 14 +189,5 - 11

A= 8+ 17+ 14+ 11

=180,35

¢ Como puede calcularse la mediana de esta distribucion?

Como la variable es continua, no se pueden enumerar y ordenar sus valores para elegir el
del medio. Una herramienta Gtil para esto es el grafico de frecuencias acumuladas. La mediana
es el valor que acumule la mitad de las frecuencias.

Si se agrega a la tabla de frecuencias la columna de frecuencias acumuladas se obtiene:

169,5<x<174,5 172 8 8

174,5<x<179,5 177 17 25
< 179,5<x<184,5 182 14 39
184,5<x<194,5 189,5 11 50

El gréfico de frecuencias acumuladas es:

A
y

50 — /-__
40 /
3014

25
20— /
10 / :

0 7 a——- r , ; L
1695 174,55 179,5 184,5 1945 x

La mitad de las frecuencias es 50 : 2 = 25. Se busca, entonces el valor que acumula una
frecuencia de 25. En este caso, es 179,5, quien representa la mediana de esta distribucién.

=
8. Las siguientes tablas de distribucion de frecuencias muestran las 9. El entrenador del equipo de basquet del club de Villa Maria realizé la “
notas, expresadas como porcentajes, de los alumnos de un curso, siguiente tabla para estudiar el rendimiento de un jugador a lo largo del .
e - campeonato provincial. En unafila colocd la cantidad de tantos y en fa
otrafila en cuéntos partidos hizo esa cantidad :
0<x<30 5
30 <x< 40 5 10 15 | 20 25
40 < x <50 7 3 2 1
50 < x < 60 6
60 < x < 70 5 a. ;Cudntos partidos jugé en el equipo?
70 <x <75 7 b. ;En cudntos partidos hizo mas de 10 tantos?
75 < x < 90 4 ¢. Calculen la moda y la mediana de los tantos convertidos,
90 < x < 100 3 d. ;Cudl es el promedio de tantos de todos los partidos?

(Cudles fueron las notas més frecuentes entre los alumnos de este curso?

(Es posible responder esta pregunta apoyandose en un gréfico?
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10. La tabla proporcionada por el INDEC muestra las cantidades de
alumnos por niveles de todo el pais y de las provincias del Litoral:

Corrientes, Entre Rios y Misiones.

299758

9964095 295631 325811

1258420 33317 35939 30039

4817088 161278 157028 174942

1744294 48497 64347 53977
1649332 40237 47590 32975
494961 12302 20907 7825

a. ;Cudl de las provincias tiene mayor cantidad de alumnos en el nivel
inicial?

b. ;Cudl tiene menor cantidad de alumnos en EGB 1y 2?7

¢. ;Qué porcentaje de alumnos de cada provincia estudia en el nivel
superior no universitario?

d. ;Qué porcentaje de alumnos de todo el pais estudia en el nivel

superior no universitario?

11. El grafico de torta muestra los porcentajes de extranjeros

ingresados al pais en el Gltimo fin de semana.

Turistas extranjeros
Estados Unidos
5%
Rusia
6%
Espana Brasil
10% 24%
Uruguay Chile
23% 32%

a. ;Cual es la poblacién en estudio?

b. ;Qué tipo de variable se esta estudiando?

<. Indiguen en el gréfico que dngulo le corresponde a cada sector
circular.

d. Si en total ingresaron 907 turistas, jcuantos turistas de cada

nacionalidad ingresaron al pais?
12. Una empresa quiere saber las edades promedio del publico que

consume la bebida que fabrica. Se consult6 a 50 personas gue toman

la bebida cudl era su edad. Las respuestas fueron:

160 ESTADISTICA

45 72 42 32 27 16 22 32 27 47
54 w67 *354 8274 C23R NIONE T8 £95E $220 AT
22 23 34 23 39 36 46 29 21 24
33N BoyH FION 3TN S208 ST R RGN £268 30
24 23 22 65 24 58 26 58 29 59

a. ;Qué tipo de variable es la edad?

b. ;Cuél es la mayory la menor de las edades registradas?

¢. Determinen intervalos de clase apropiados.

d. Realicen una tabla de frecuencias absolutas y acumuladas de los
intervalos de clase determinados.

e. Realicen un histograma que represente las frecuencias absolutas
delos intervalos.

f. Calculen las marcas de clase de cada intervalo.

g. Calculen la media, la mediana y la moda de esta distribucién.

13. El grafico representa el consumo de kilowats/hora de una familia
durante un afio completo, teniendo en cuenta que la medicion se

realiza por bimestre.

Gasto de energia
| e | Lo
900 i i !

i !
:
800 : —

700 T

600 |

500

400

3004

200 A

100 4 =

ENE-FEB MAR-ABR MAY-JUN JUL-AGO SEP-OCT  NOV-DIC

a. ;Cuantos kwh consumié en cada trimestre?

b. ;Cual fue el trimestre de mayor consumo?

14, La cantidad de articulos vendidos en el primer semestre del afio
2005 en un comercio se presenta en la siguiente tabla:

ENERO FEBRERO MARZO ABRIL ~ MAYO  JUNIO
27 31 33 34 36 41

Sifueras el gerente del comercio y quisieras mostrarle al duerio,

mediante un grafico, cuanto han aumentado las ventas y que él

© Tinta fresca ediciones 5. A, | Prohibida su fotocopia, Ley 11,723



“ Tinta fresca ediciones 5. A. | Prohibida su fotocopia. Ley 11.723

crea que ha sido una cantidad mayor que la real, pero sin falsear la ¢. Realicen un gréfico de barras de la distribucion.

informacion, ;qué grafico armarias? d. ;Cudl esla moda de los datos de esta poblacién?

15, Elsiguiente gréfico muestra los sueldos de los 60 trabajadores de

RS 17. Los siguientes graficos muestran la variacién del precio de la leche
Sueldos enel dltimo ario:
$1200

1441

$350 134

13%
1251

$500 1.1 {5

27% '

a. ;Cuantos trabajadores cobran cada uno de los sueldos?
b. ;Cudl es la mediana de la muestra?

¢. ;Cual es lamedia de la muestra?

d. ;Coinciden media y mediana? ;Por qué?

16. Se encuestaron a los 850 alumnos de una escuela para saber
de qué deporte son simpatizantes, los resultados de la encuesta se
volcaron a la siguiente tabla:

E-Fo M A MRS AR G- NG D

105 ¢Sifueran del gobierno, qué gréficos mirarian? ;Y si fueran de la
Fatbol 250 oposicion?

Rugby 150
Tenis 100 18. La calificacion de una prueba de inglés, que se mide de 0 a 100
Voley 200 puntos, realizada a 50 alumnos fue:
Handbol 60
Patin 50 20 56 60 42 23 62 18 29 79 10
32 25 38 82 15 69 65 18 88 9
Sl 29 15 15 70 79 80 35 54 72 96 83
salto 38 61 36 92 15 65 49 54 9 70 15
Gimnasia 10 93 80 55 25 60 18 39 84 50 92
TOTAL 850
a, Dividan los datos en intervalos de clase.
a. ;Qué tipo de variable es? b. Realicen la tabla de frecuencias y un grafico de frecuencias acumuladas.
b. Realicen una tabla donde se visualice la frecuencia relativa y el ¢. Realicen un histograma donde se visualice la tabla de frecuencias.
porcéntaje de cada deporte. d. ;Cudl es el intervalo modal?

e. ;Cual es la media aritméticay cual es la mediana?
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1.Se encuestaron a los 824 alumnos de una escuela para saber de

qué club de fiitbol son simpatizantes, los resultados de la encuesta se ﬂ

volcaron a la siguiente tabla:

BOCA

RIVER
QUILMES
INDEPENDIENTE

BANFIELD

RACING
. LANUS
SAN LORENZO
VELEZ
CHACARITA
TOTAL

231

206
109
99
61
52
38
15

824

A. Las frecuencias relativas de Boca, River y Quilmes son,

respectivamente:

Es 0,05;0,06 y0,07

B 220y10

B.lamodaenlatablaes:

824
Chacarita

0,18;0,17y0,16
0,28;0,25y0,13

Boca
Ninguna de las anteriores

2. La calificacion de una prueba de inteligencia, que se mide de 0. a 100

puntos, realizada a 65 alumnos fue:

76 45 98 74 23
450 735 67178253
76 88 93 45 78
99° 87 56 35 39
42 64 8 83 99

56
48
53
42
52

87
91
89
76
98

78
59
35
53

A.Unatabla posible de frecuencias serfa:

(0101 (10:20]  (20;30]  (30;40]

0 0 3 7

162

(40;50]

15

(50;60]
13

43 50 51 62 60
49 43 32 46 36
56 57 39 42 49
22 87 41 77 43
85 29 37 64 53

(60;701  (70;80]  (80;901  (90;100]
4 9 8 6
ESTADISTICA

(90;1008

(90;100]

(101 (10201 (20:30] (30:40] (40;50] (50,60] (60;70] (70;80] (80,90
0 0 4 6 15 12 5 9 10 4
(0;15] (15;30] (30;40] (40;50] (50651 (65;70] (60;70] (70;80]  (80;90]
0 3 7 15 13 3 4 9 8 6
B. Elintervalo modal es:
ﬂ (0;10] u (50;60]
n (40; 50] u Ninguno de los anteriores.

€. La media aritmética es:

B .. g
B s B

3. El entrenador del equipo de handbol del club de Villa Adela, Santa

Ninguna de las anteriores.

Fe, realizé la siguiente tabla para estudiar el rendimiento del equipo
alolargo del campeonato interclubes de Santa Fe. En una fila colocé
la cantidad de goles y en la otra fila en cudntos partidos hicieron esa
cantidad de goles:

A. Hicieron masde tres goles en:

1 partido. 3 partidos.
n En ningln partido.
B. La mediana de los goles convertidos es
n 2goles. n 3 goles.
n entre2y 3 goles. n Ninguna de las anteriores.

€. El promedio de goles de todos los partidos es aproximadamente:

1 gol por partido.

2 goles por partido.

ningun gol por partido.

0,75 goles por partido.
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Problema 1
Héctor se esta entrenando para una competencia de maraton. Para conseguir un mejor

~ rendimiento comienza corriendo 1500 metros y todos los dias agrega 1000 metros
mas.
:Es posible saber cuantos metros tendra que recorrer al séptimo dia? ;Y al décimo dia?
:Qué dia llegara a recorrer 13 500 metros?

Para poder comenzar a resolver el problema planteado seré necesario hacer el siguien-
te analisis:

Cada dia Héctor agrega 1000 metros mas al recorrido realizado el dia anterior. Si el
primer dia hizo 1500 metros, el segundo dia hara 1500 + 1000 = 2500. Pero al tercer dia
recorrera 1000 metros mas que el segundo dia, es decir, 2500 + 1000 = 3500 m.

Los nimeros que corresponden a los metros recorridos forman la siguiente secuencia:

1500 - 2500 - 3500 - 4500...

Estos niimeros forman una sucesion.

Una sucesién es una secuencia de nimeros que comienza con un primer nmero, sigue
con el segundo, etc., uno a continuacion del otro.

En esta situacion hay un comportamiento que se repite.

Los metros recorridos en cierto dia serdn igual a los metros recorridos el dia anterior mds
1000 metros.

ANEXO0 1



Si se ordenan los metros recorridos en cada dia, se obtiene la siguiente tabla:

1 1500 £1000
2 2500

+1000
3 3500
4 4500 +1000

Como siempre es posible obtener un término de esta sucesién si se suma 1000 al tér-
mino anterior. Si se suma una cantidad de miles de metros a los recorridos el primer dia se
llega a conocer los metros que corre Héctor cualquier dia. Como el séptimo dfa pasaron seis
desde el primero, habra aumentado 6000 metros, por lo tanto el dia 7 recorre 7500 m. Para
saber cuéanto recorre el décimo dia se suman 9000 m a los 1500 m del primer dia y se obtiene
que recorre 10 500 m.

Ademés como 13 500 m es 12 000 m mas que 1500 m, tendréan que pasar 12 dias para que
recorra 12 000 m mas. Es decir que el dia 13 recorre 13 500 m.

Es posible relacionar, entonces, cualquier término de la sucesién con el primero.

:De qué manera se podré hacer?

Esta pregunta es la que da origen al proximo problema, pero mientras tanto es posible
decir que se llama término general de una sucesion a una férmula que hace posible conocer el
valor de un término cualquiera de la sucesion, en funcién del primer término.

MATEMATTCA 1 |
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Progresiones aritméticas

Problema 2

Beatriz decide ahorrar por mes $ 350 de su sueldo. Si ya tenia guardados $ 1200 y no los
utiliza, ;a cuénto ascenderan sus ahorros al término de seis meses? ;Y al término de 15
meses? ;Y si pasaron 40 meses?

¢Es posible hallar una formula que permita anticipar cuanto dinero tendra ahorrado al
término de una cantidad cualquiera de meses?

-
=

Aligual que en el problema 1, es posible modelizar esta situacion a través de una suce-
sién donde cada término representa el ahorro en ese mes. Como cada término se obtiene
siempre sumando una constante al término anterior es una progresién aritmética.

Para poder comenzar a responder las preguntas del problema, es posible realizar una
tabla como en el problema 1:

. Num eio d a mes Cantldadde dmero
iy ~ ahorrado

1 1200
1550
1900
2250
2600
2950

AN 1AW N

De este modo, se sabe que al sexto mes tendré ahorrado $ 2950, este nimero esigual a
lo que tenia el primer mes més $ 350 por cada mes que paso.

Para saber el importe al término de 15 meses, el uso de la tabla se complica. Lo mismo
sucede con el mes 40, pues hacer una tabla hasta el mes 40 es poco practico.

Entonces, ;habrd alguna forma de saber cudnto dinero tendrd ahorrado en el mes 15 y en
el mes 40 sin necesidad de recurrir a una tabla?

En principio se sabe que el ahorro de un mes es igual al ahorro del mes anterior mas
$ 350, y que el ahorro del mes anterior es igual al mes anterior a ese mes mas $ 350.

En la tabla se puede analizar la forma en que se calculé cada importe:

i ' 1200
1200 + 350
1200 + 350+ 350 = 1200+ 350.2
1200+ 350+ 350+ 350 =1200 + 350.3
1200+ 350+ 350+ 350+ 350= 1200 + 350.4
1200 + 350 + 350 + 350+ 350 + 350 = 1200 + 350.5

A AW N
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En el mes 15 tendra $ 1200 del mes inicial mas $ 350 por cada uno de los 14 meses que

pasaron entre el mes 15 y el mes 1, es decir,
1200 + 350 - 14 = 6100

Del mismo modo, en el mes 40 tendra ahorrado
1200 + 350 - 39 = 14 850

Término general de una progresion aritmética

Es posible pensar a esta progresi6n del siguiente modo.

Si se llama:
a, al dinero ahorrado hasta el mes 1;
a, aldinero ahorrado hasta el mes 2;
a, aldinero ahorrado hasta el mes 3;
a, al dinero ahorrado hasta el mes 4.
En general:

a, es el dinero ahorrado hasta el mes n.

En la sucesion del problema 2 resulta que:

a,=1200; az=1550;a3= 1900;a4= 2250
a, = 2600;a6 =2950;...a15 =6100; .0, =14 850

a, esigual a 1200 mas 350 por cada mes que pas6 desde el mes 1 hasta el mes n, es

decir, n-1 meses. Por lo tanto:

a,=1200+350-(n-1)

Con esta formula general, es posible calcular el ahorro que tendra cualquier mes sin nece-

Sien una progresion
aritméticadeslarazony
a; el primer término, el término
general sera:
a,=a,+d-(n-1)

sidad de recurrir a una tabla. Se obtiene de este modo el término general de la sucesion.

1. Determinen si las siguientes sucesiones finitas son o no progresiones

aritméticas y expliquen por qué.
a.1.3.3.4

€.6,1;82;10,3;125:14,7;17

d.2;5;8;11;14;17
B (RS T

&2'47'8'76' 1

2, Caiculen larazony el término general para cada una de las siguientes
progresiones aritmeéticas:

a.9;12;15;18;21..

B, 72025172237

€.4;11;18;25;32...
1.5.9.13
d.2,2,2, 5 e

3. Juan tiene guardados 23 discos compactos. Decide gue vaa comprar b .
b 4 !

3 por mes.

a jAl cabo de cuantos meses lograra tener 50 discos compactos? ;Y 80?

b. ;Seré cierto que nunca podra tener justo 100 discos compactos?

4. Eltérmino general de una sucesion viene dado por la siguiente férmula:
a,=135+25(n-1)

a. jEscierto que el término a,, = 6107

b. ;Para qué valor de n la expresion vale 310?

€. jSera cierto que los términos de esta sucesion siempre terminan en 0

oen 57 ;Porqué?
é
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Problema 3

Marcia tiene una calculadora que no es cientifica. Anot6 el namero 23; luego le sumo
45 y presiond la tecla =. En el visor apareci6 el nimero 68. Continué presionado la
tecla = y en el visor aparecieron sucesivamente los siguientes ndmeros: 113; 158;
203; 248; 293; 338; 383; 428; 473; 518; 563; 608; 653; 698.

;Esta sucesion es una progresion aritmética? ;Es posible hallar una formula general
para anticipar qué nmero aparecera en el visor luego de apretar 236 veces el '=?

En principio, hay que analizar si la sucesion es o no una progresion aritmética.

Para que resulte ser una progresion aritmética es necesario que cada término se obtenga
sumando siempre la misma cantidad al término anterior. En este caso, al presionar siempre
la tecla = lo que hace la calculadora es volver a sumar 45, por lo tanto resulta ser una pro-
gresion aritmética donde la razon es 45, es decir, d = 45.

Por otro lado, se sabe que una progresién aritmética tiene término general

a, =a, +d-(n-1)

Como Marcia parte del nimero 23, resulta a, = 23. Con esta informacién y con la que se
obtuvo anteriormente de d = 45 se obtiene:

a, =23 +45-(n-1)
El lugar 237 de la sucesion, o sea luego de apretar 236 veces la tecla ‘=, se obtiene:
G,3,=23+45:(237 - 1) =23 + 45- 236 =23 + 10 620 = 10 643

Problema 4

;Cuél es la cantidad de términos de una progresion aritmética si se sabe que el primer
término es 4, el Gltimo es 40 y su razon es 3?

Como el primer término es 4, entonces a, = 4.

Por otro lado, el dltimo término es 40, si se lo llama a,, a, = 40. Ademas d = 3. Lo que
se estd buscando es la cantidad de términos, esto equivale a conocer el lugar del Gltimo
término, es decir, n.

Para esto es posible utilizar la férmula del término general:

a,=a;,+d-(n-1)=4+3-(n-1)=40
si se despeja n se obtiene
4+3-(n-1)=40=3-(n-1)=36=n-1=12n=13

Por lo tanto, esta progresion aritmética tiene 13 términos.

ANEXO0 1
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Cantidad minima de datos necesarios para hallar el término general

Problema 5
Si se sabe que una sucesion es una progresion aritmética, ;cuantos datos se necesitan
conocer para hallar su término general?

Ya se conoce que el término general de una progresion aritmética se calcula mediante

la formula:
a,=a,+d-(n-1)

Si se quiere reconstruir la sucesion sera necesario solamente conocer a, yd.

Como se estudi6 en el capitulo de sistemas de ecuaciones, cuando se tienen dos incog-
nitas resulta necesario plantear un sistema de ecuaciones lineales.

En principio, alcanza con plantear dos ecuaciones para hallar los valores de a,yded,
que son las incognitas del sistema.

Por ejemplo, si se tiene el término a,5 =272y el término a,, = 500 se obtiene:

Es posible plantear el siguiente sistema:

a,+d-14=272
a,+d- 26 =500

donde las incognitas son a, y d.

Si se resuelve este sistema por alguno de los métodos analizados en el capitulo de siste-

mas de ecuaciones resulta: Con dos términos de la
a,=6 y d=19 progresion aritmética es
posible hallar el término general.

Por lo tanto, el término general de esta sucesion es:

a,=6+19-(n-1)

5. a. ;Cuantos asteriscos habra en la décima columna?
b. Calculen cudntos asteriscos habra en la columna n.
%% *%%  EEX 6. Se sabe de una progresion aritmética que su primer término es 120y
X LIS surazones 15. ;Cudl es el valor del término a.?
= 7. ;Cudntos mdltiplos de 5 hay entre los ntimeros 100y 300, incluidos el
100y el 300?
Cada columna se completa siguiendo la regla de agregar 3 asteriscos 8. ;Cuantos numeros hay entre 9y 716 que, al dividirlos por 7, el resto
mas a [a columna anterior. sea 2, contandoel9yel 7167
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Problema 6
Se disponen bolitas en filas armando tridngulos de la siguiente manera.

Se quiere conocer la cantidad de bolitas que se necesitaran para completar un tridngulo
con 6 filas.

En principio es posible pensar a cada fila como un término de una progresion aritmética
donde la fila 1 es el término a, que esigual a 1 pues tiene 1 bolita. En la fila 2, es decir, g,
hay 2 bolitas mas que en la fila 1, por lo tanto a, es igual a 3. Asi se obtiene una progresion
aritmética de razén 2 y término general

a,=1+2-(n-1)

En un tridngulo de 6 filas se obtiene por cada fila

a,=1; a,=3 ; a;=5; a,=7 ; a,=9 ; a,=11

Para conocer cuéntas bolitas habré en el triangulo sera necesario sumar

01+02+03+04+05+a6

En este caso es sencillo pues 1 +3+5+7 + 9+ 11 =36.

Si se analizan algunas relaciones que no son del todo evidentes,

a2+as=12 ] a3+a4=12 a1+aG=12

O N U w

1

se puede observar que para pasar de a, a g, fue necesario sumar 5 veces la razén d = 2.
De a, aa,sesuma unavezd, esdecir,a,=a, +d; pero de g, a a, se resta una vez d,
por lo tanto a, = a, - d.

Entonces, a,+a,=(a,+d) + (a,-d)=a, +a,.

Lo mismo sucede con a,y a,. Como a; esa, mas 2 veces dy a, es a, menos 2 veces d,
se obtienea,+a,=(a,+2-d)+(a;-2-d)=a, +q,

ANEX0 1
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En general, cuando se tiene una cantidad finita de términos de una progresion aritmé-
tica, como en el problema, es posible considerar términos extremos: el primer término y el

Lopla. Ley 11.7¢€3

altimo término dado. En este caso a,y a,. A partir de esos términos se tienen otros términos
que se encuentran a la misma distancia de los términos extremos. Por ejemplo:

a, y a; se encuentran a igual distancia d de a, y ag respectivamente.

a;y a, se encuentran a igual distancia 2d de a, y ag respectivamente.

St it ekt e it ! |

Los términos que se encuentran a la misma distancia de los términos extremos, suman lo
mismo que los términos extremos. En una progresion aritmética

donde se dan una cantidad

o e RN
Pero el objetivo es encontrar una forma de hallar HIEE te s
S e R B R
g = Oyt Gy d 8, Fd v, 5 ap Se verifica:
a,+a,=a,+a,_,=a,+a

Para ello es posible sumar dos veces Ss pero invirtiendo los términos del siguiente modo y asi sucesivamente.

. S6=al+ae+a3+a4+as+a6
56=06+as+a4+a3+az+a1

2-Ss=(al+aﬁ)+(az+as)+(ag+04)+(aé+a3)+(a5+az)+(as+al)

perOC0m002+05=01+06;03+G4=01+06

se obtiene
2-5,=6-(a,+a,)
de donde
o 6.(al+aﬁ)= 6:-12 o
6 2 2 :
n Silasuma de los subindices

Para generalizar este resultado: de dos términos de una
¢Cudl es el valor de la suma de los n primeros términos de una progresion aritmética? progresion aritméticaesn+ 1, la

suma de dichos términos esigual a

Lo que se quiere calcular es i+

Q
)

Sn=al+az+...+an_1 +a,

Si se procede de la misma manera que en el problema anterior, es decir sumando 2 veces
S, es posible obtener

+a

Sn=al+az+...+an_1 3

+
S,=a,+ a,_; +..+0,+a,

2Sn=(al+an)+(az+an_1)+...+(an_1+az)+(a"+a1)

Son n paréntesis y sabiendo que a+a,=a,+a,_, =a,+a,_, resulta que el valor de
cada paréntesis es (a, +a,).

Porlotanto 2S =(a,+a,)+ (a,+a)+..+(a,+a)= (a,+a,)n § =By

donde es posible concluir

a +a
§ BNty
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Problema 7

Se toma una cantidad de nimeros impares consecutivos empezando en 1y se calcula su
suma que es 11 025. ;Cuédntos niimeros impares se tomaron? ; Cuél fue el Gltimo ndmero
impar?

Los nimeros impares se encuentran en progresion aritmética porque de un impar al
impar siguiente siempre hay 2 de diferencia. Por lo tanto, la razén de esta progresion es d =2
y el primer término es a, = 1.

El término general es entonces:

a =1+2-(n-1)=1+2-n-2=2-n-1

En este problema no se conoce cuéntos niimeros impares se tomaron. Es posible suponer
que son una cantidad n. La suma de esos n nimeros impares es igual a 11 025. Y sumar n
términos de una progresion aritmética es igual a

L 12 L
Por lo tanto, si se conoce
S,=11025 a,=1 a =2-n-1
se obtiene la siguiente igualdad
11025 = \3"+22'”_\1‘-n= 22'”-n=n-n = n?

Entonces

n=v11 025 = 105
Lo que significa que se tomaron 105 ndimeros impares.
;Y cudl fue el ultimo?
El dltimo término esela, . =2 - 105 - 1=209
Problema 8
;Cuél es el resultado de sumar los cien primeros maltiplos de 4?
Para resolver el problema hay varias posibilidades. Una de ellas es calcular esta suma de
la siguiente manera:

4+8+12+16+ ....... +400=4-(1+2+3+4+....... +100)

Por lo tanto, la suma de los 100 primeros mdltiplos de 4 seré el resultado de multiplicar
por 4 a la suma de los 100 primeros ndmero naturales.

ANEXO 1
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Los 100 primeros niimeros naturales, son una progresién aritmética con a;=1;

0;090=100y d =1, entonces su suma es:

a
Sp=152 . n=14100 400 - 5050

Por lo tanto la suma de los primeros 100 miiltiplos de 4 es:
4 - 5050 =20 200

Otra manera de resolver el problema es la siguiente:
Como los nameros que forman la sucesién son los siguientes: 4 ;8:12;16:20: ...... ; 400;
es posible recurrir a la formula de la suma de los términos:

_a+q,
nT 2

s n=42400. 100 = 202 - 100 = 20 200

En ambos casos se obtiene el mismo resultado.

¢Como se podrd hacer para obtener el resultado de sumar los miltiplos de 4 que se encuen-
tran entre 0 y 100?

Una primera cuestion es determinar cuantos nimeros son. Para ello es posible imaginar
que hasta 40 hay 10, hasta 80 seran 20 y quedan 84, 88, 92 y 96. Es decir, son 24.

Por lo tanto, usando la formula es posible saber que

a.+a
=1 _n. 58398 ok n0c 2421200

> 2 2

Es decir, la suma sera de 1200.

Problema 9
¢Cual es la suma de los miltiplos de 5 comprendidos entre 1243 y 47282

Los mdltiplos de 5 resultan estar en una progresién aritmética pues cada término se
obtiene agregando 5 al término anterior.

El primer mdltiplo de 5 entre 1243 y 4728 es el 1245 y el Gltimo es 4725.

Lo que no resulta inmediato es saber cuantos miltiplos de 5 hay entre 1245y 4725,
incluyendo a estos nimeros.

Desde 1245 a 4725 hay 3480 nameros, sin contar el 1245 y contando el 4725, y los mal-
tiplos de 5 van de 5 en 5, entonces si se hace 3480 : 5 se obtiene la cantidad de mltiplos de
5 que hay entre 1245 y 4725, esto es 3485 : 5 = 696.

Por lo tanto, esta progresion aritmética tiene 697 términos y

L =1245 Ao, = 4725

Ademas la razon, d, es 5; luego:
a, =1245+5-(n-1)

Para hallar la suma es necesario calcular la suma de los 697 términos, esto es

_ 1245 + 4725 697 = 2970 697 = 2 080 545

See7 = 2 2

MATEMATICA 1
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Las sucesiones como funciones en el conjunto de los
numeros naturales

Se mencion6 al comienzo que una sucesion es una secuencia de nimeros ordenados,
uno a continuacioén del otro.

También es posible ver a las sucesiones como funciones de nimeros naturales a nime-
ros reales, es decir,

f:N-Rdondef(1)=a,, f(2)=a,, f(3)=a,, yasisucesivamente.

Si se piensa a las sucesiones como funciones en el conjunto de los nimeros naturales,
resulta que las progresiones aritméticas también se pueden pensar como funciones

f:N>R/f(n) =f(1)+d-(n-1)

Problema 10

EL término general de una progresion aritmética es el siguiente:
a = % +3-(n-1)

n

a. ;Como es la funcion f: N>R / f(n) =a,?
b. ;Como es su grafico?

Sif(n) =a, entonces resulta f(n) = %+ 3-(n-1).

Por otro lado, el grafico es

o
|
|
|
|

YW s

»
1
n

2 | 3T TTAT 5
El cual no resulta continuo sino que es una sucesion de puntos.
Pero estos puntos parecen estar alineados.

W W

Fhar

[y

HROWRO N NP D

B
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Si se analiza la formula del término general se tiene
=1i3.n-1=143.p-3=3.5,_5
f(n)-2+3 (n-1) 2+3 n-3=3:n >

Sin no es un nimero natural, lo que se obtiene es la férmula de una funcién lineal de
pendiente 3 y ordenada al origen - %
La pendiente es larazon de la progresién aritmética ya que cada vez que hay una variacién

en 1 unidad en el eje horizontal se obtiene una variacion de 3 unidades en el eje vertical.

Si se lo estudia como una progresién aritmética, cada vez que se pasa al término siguiente
se debe agregar 3 al término anterior.

Esto lleva a pensar que también es posible obtener progresiones aritméticas con razén
negativa.

Por ejemplo la progresion aritmética de término general
a, =-2-2-(n-1)

da como resultado la sucesion decreciente de nimeros pares negativos comenzando de -2.
-2;-4;-6;-8;-10;-12;-14;-16; ...

Problema 11
Sif: N>R/ f(n)=5-3(n-1), ;cudl es su grafico?

No resultara complicado pensar en su grafico. Es una coleccién de puntos alineados, que
va decreciendo. Es decir:
a,=5; a,=2 ;a,=-4;etc.

términos.

MATEMATICA 1
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10. Una escalera tiene sus escalones cada 20 cm. Si el primer escalon
estd a 40 cm del suelo, ja qué altura se encuentra el quinto escalén?

11. Se sabe que el Gitimo término de una progresion aritmética es
199, que el nimero de términos es 100, y la suma de sus términos es
10 000. ;Es posible calcular el primer término?

12. De una progresion aritmética se sabe que tiene razon 4, el primer
término vale 7 y tiene solo 12 términos. Calculen el Gltimo término de

la progresion y la suma de sus términos.
13. Calculen fa suma de todos los nimeros pares entre 57 y 891.

14.Un Suidador de pargues tiene que arrojar cierto fertilizante a los
30 arboles del predio que se encuentran sobre el camino principal.

El primer arbol se encuentra a 10 metros del lugar donde esta el
fertilizante y los arboles distan entre si 6 metros. Al finalizar el camino,

icuantos metros habra recorrido el cuidador?
15. Calculen Ia suma de todos los nimeros multiplos de 6 entre 234y 648.

16. Para realizar un pozo, una empresa constructora paga $ 76 por
el primer metro y por cada metro extra paga $ 15 mas que porel
metro anterior. Si en total pago a ia excavadora $ 4366. ;Cual fue la

profundidad del pozo?

17. Calculen la suma de los primeros cien nimeros naturales que son

multiplosde 7.

18. Para el acto de fin de ano, los alumnos de una escuela haran
una presentacion coral. En total son 165 alumnosy se van a ubicar
del siguiente modo. En la primera fila se ubican 10, en la segunda
fila seagregan 1alumno a cada lado, es decir, que van a formar 12,
en la siguiente fila también se agrega un alumno de cada lado, y asi
sucesivamente. ;Cudntas filas podran formar? ;Quedaran chicos sin
ubicar? ;Cuantas personas habria que agregar para completar la
ultima fila?

19. Calculen la suma de todos los nimeros naturales de tres cifras que
son miltiplos de 4.

20. Un reloj da campanadas solamente cuando son las horas en

puntoy da tantas campanadas como la hora que es. ;Cuéntas
campanadas da diariamente el reloj?

176 ANEXO 1

21. Encuentren la suma de todos los multiplos de 4 que se encuentra
entre 118y 1420.

22. Calculen la suma de los primeros 50 nimeros naturales que son

muitiplos de 5.

23. L a suma de cierta cantidad de multiplos de 6 es igual a 2736.
Si se comenzd a sumar a partir del 126. ;Cuantos multiplos de 6 se

sumaron? ;Cual fue el ditimo?

24. Se armo una pila triangular sacando 2 bolas a la fila anterior. Sila
base inferior de la pila contiene 35 bolas y la parte superior contiene
11 bolas. ;Cual es la cantidad total de bolas que se utilizaron para

armar la pila?

25, ;Cual es [a cantidad de términos de una progresion aritmetica
donde el primer término es 4, la razon es 3 y el ultimo término es 407

iCual es susuma?

26. Una progresion aritmeética comienza con los términos 15; 19y 23.
Calculen la cantidad de términos que sera necesario agregar para que

la suma total supere el numero 540.

27. ;Los nimeros pares forman una progresion aritmetica? ;Y los
nimeros multiplos de 37 ;Y los numeros naturales? ;Cual seria en cada

caso el termino general?
28. ;Cual es el resultado de sumar los primeros cien multiplos de 37

29, ;Escierto que la sumade los 132 primercs humeros naturaies es
87787

30. ;Es posible que la suma de los 200 primeros muitiplos de 4 sea
803997

31. Se sabe que el primer término de una sucesion es 3. Su razon es
5y lasuma de sus términos es 1010. ;Cuantos términos tiene dicha

sucesion?

32. Calculen la suma de las siguientes progresiones aritméticas:
a.ay=25;n=15;d=2

b.a;=-18;n=22;d=0,5

€. ay=925;n=12;d=-3

* Tinta fresca ediciones s, A. | Prohibida su fotocopia, Ley 11,723
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A A A
= =) =
1. Los cuatro angulos interiores de un cuadrilatero forman una
progresion aritmética de razén igual a 25°. Las medidas de sus
anguios interiores son:
B 2004570095
B 25050750000
¢ | 7° 45';32045'; 57045' ; 82°45'
Bl 52030:77305102° 3051277 30

2. De una progresion aritmética se conocen los siguientes términos
a,=294ya,,=44,4. Con esta informacion el término general es:

a,=294+15(n-1)

a,=

Wil

-5(n-1)

an:—% +5(n=1)

lainformacion no alcanza para conocer el término general.

3.La suma de los primeros 47 términos de la progresion aritmética
1.3

a,=3+5 «(n-1)esiguala:
B S,;=8225
139
B -7
B s

 d | S,;=1633,25

4. Determinen cual o cuales de lassiguientes sucesiones es una
progresion aritmética:

B 2ssm4aman.

B 57:50i47:40;37;30,27; 0. ...

ﬂ %@.10 n

B 3420534024 340

Bl 50:52;51:53;52;54;53;55m
n Ninguna de fas anteriores.
5. Juan tenia $10y ahorré durante 30 dias siempre la misma cantidad

de dinero, llegando a juntar $ 250. ;Cual de los siguientes niimeros
representa el ahorro de cada dia?

B s B s
B ss« [ d |

6. Indiquen cual o cudles de las siguientes formulas permiten calcular la

Ninguna de las anteriores.

suma de 10 nimeros consecutivos cualesquiera, comenzandoen a::
10-a, +45

B oo0+0  d |

Ninguna de las anteriores.

7.Indiquen cual serd el resultado de sumar los 50 primeros multiplos
de5:

B » O o
B o B s

8. Se sumaron 8 multiplos de 3 consecutivos y se obtuve como
resultado 372. ;Cual de estos nlimeros serd el primero de los que se
sumaron?

n 12 u 21
n 36 n 18
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INTRODUCCION A LA IDEA DE DERIVADA

Problema 1
Dos automovilistas partieron de Buenos Aires y llegaron a Mar del Plata al mismo tiem-
po. Estos graficos representan la distancia recorrida en cada instante.

4 Km recorridos = Y | 4Km recorridos | |
B e e =
'10” | a9 4 !
4 J i i
- 3 _— +
= // ! __?34 4 L4 t -
P 7 4SS
i e L !
10 10 i
el i G £l . |
7 i 1
o] > | | L B
0 3 4 g i 0 2 : “x L L <
Tiempo transcurrido (horas) Tiempo transcurrido (horas)

¢Por qué los dos graficos son diferentes si tardaron lo mismo en llegar a Mar del Plata?

Si se analiza el problema, se puede observar que, si bien ambos automovilistas recorrie-
ron 400 km en 6 horas no lo hicieron de la “misma forma”.
Velocidad media = ¢ C6mo es posible darse cuenta de esto?
_ variacion de la posicion En el primer gréfico, el automovilista recorrié en 3 horas 100 km, mientras que el segundo
Variacién del tiempo automovilista, en las mismas 3 horas realizé la mitad el trayecto ya que recorrié 200 km.
Esto significa que, en ese trayecto, el segundo automovilista fue a mayor velocidad que el
primero.
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Sin embargo, como en las 3 horas siguientes ambos automéviles llegaron al mismo
lugar, el primer automovilista tuvo que ir mas rapido pues en 3 horas recorri6 los 300 km que
le faltaban mientras que el sequndo automévil recorri en 3 horas también 200 km, al igual
que en las primeras 3 horas.

¢ Como se puede saber la velocidad media a la que iban ambos automovilistas en las 3 pri-
meras horas y en las horas siguientes?

En el caso del primer automovilista, siguiendo el grafico, se tiene que en 3 horas recorrig
100 km, por lo tanto se desplazo a una velocidad media de 190 km en 1 hora, lo que es lo
mismo que decir que su velocidad media fue de EQ km/h (que se lee kilémetros por hora).

3
En cambio el segundo automovilista tuvo una velocidad media de 290 km/h.

3
Pero en las 3 horas siguientes el primer automévil se desplazo a un velocidad media
de 33ﬁ =100 km/h mientras que el segundo automévil siguié mantenido la misma veloci-
dad media ya que en igual tiempo recorrig igual distancia, es decir, % km/h.
Si bien en ambos graficos, a las 6 horas, los automéviles se encontraban a 400 km de
distancia, no fue igual la variacion de la distancia recorrida cuando variaba el tiempo.

Por ejemplo, analizando el intervalo de tiempo [0 ; 3], es decir, de 0 hora a 3 horas, fue
mayor la variacion de la distancia recorrida por el segundo automévil.

Pero si se analiza el intervalo de tiempo [3 ; 6] también de 3 horas aligual que el primer
intervalo, fue mayor la variacién de la distancia recorrida por el primer automévil.

MATEMATTCA 1

Se suele designara la
variacion de una variable
con la letra griega delta A.
De este modo, sixes el tiempoey
es la posicion se tiene que:
Ay = variacién de la posicion
Ax=variacion del tiempo
conlo cual queda la siguiente
formula: A
velocidad media = —>
Ax

Para el segundo automévil

aigual tiempo transcurrido,
se obtiene igual distancia
recorrida, mientras que en el
primer automévil a igual tiempo
transcurrido, la variacién de la
distancia recorrida cambia.
Mas adelante se estudiard qué
clase de funciones mantienen esta
variacion de manera constante,



Pero, si se intenta comparar la velocidad a la que iban a las tres horas de comenzado el

viaje, ;como se puede hacer?

Problema 2

Un automovilista que salié a las 14 hs de Buenos Aires rumbo a Mar del Plata, tom6 los
siguientes datos de su trayecto y confeccioné la tabla:

Con esta informacion, ;es posible Hora DistanciaaBs. As.enkm
saber en qué instante el automévil 14:30 70
tuvo mayor velocidad? ;Y en qué 14:45 100
instante tuvo menor velocidad? 15:00 137,5
:Se puede saber qué velocidad 15:15 165
marcaba el velocimetro a las 15220 187,5
15:00 hs? 15:30 510
16:00 300
17:00 400

Tinta fresca ediciones 5. A. | Prohibida s

Para comenzar a contestar estas preguntas, sera necesario realizar un analisis de la
variacién de la distancia recorrida cuando varia el tiempo, porque una mayor distancia reco-
rrida en igual tiempo, esta indicando una mayor velocidad.

Hora Kilémetros recorridos
14:00 0
r 14:30 70
Y2 hora 14:45 100 67,5 km
Y hora 37[5 km
s 15:00 137,5
Ya(h 27,5km
¥ 13h 15:15 165 50 km ~
%2 hora 72,5km
15:20 187,5
L» 15:30 210

A medida que se fue modificando la variacion del tiempo, también se fue modificando la
variacion de la distancia recorrida.

Si se calcula un intervalo de = hora antes de las 15:00 se obtiene una velocidad media
de 135 km/h, pero si se calcula un intervalo de = hora después de las 15:00 se tiene una
velocidad media de 145 km/h.

Es decir que en el intervalo de tiempo [15:00 ; 15:30] tuvo una mayor velocidad media
que en el intervalo [14:30 ; 15:00].

QN ANEXO 2
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Si se considera la variacion de la distancia recorrida en solo de hora pasando las 15:00,
se obtiene una velocidad media de 110 km/h. Y si se toma = de hora antes de las 15:00 se
obtiene una velocidad media de 150 km por hora. Ahora en el intervalo [14:45; 15:00] el
automovil tuvo una mayor velocidad que en el intervalo [15:00; 15:15].

Para calcular la velocidad que tenia el automévil a las 15:00 se cuenta con la siguiente
informacion:

Entre las 15:00 y las 15:30 la velocidad media era de 145 km por hora.

Entre las 15:00 y 15:20 se obtiene una velocidad media de 150 km/h. Y si se calcula
entre las 15:00y 15:15 se obtiene 110 km/h de velocidad media. Pero con esta informacién
no alcanzarfa para saber la velocidad que marcaba el velocimetro del auto a las 15:00.

Entonces, ;como se podria hacer para saber de forma mds exacta qué velocidad tenia a
las 15:00 horas? ; Qué informacién adicional le pedirian al automovilista para poder determi-
narla?

Lo que seguramente se necesitaria es una informacién mas precisa, es decir, posible-
mente se necesitaria saber cuantos kilémetros llevaba recorrido a las 15:10, o mejor aln, a
las 15:05.

Y si se tuviera la informacién de en qué kilometro se encontraba a las 15:01 seguramen-
te seria mas preciso adn.

Pero, ;alcanzaria para decir cudl era la velocidad en el instante de 15:00?

Seguramente lo que mas convendria seria saber la velocidad en un instante muy peque-
fo de tiempo, casi menos de un sequndo.

Pero para este problema solo se cuenta con la informacion suministrada.

Problema 3
Un auto de carrera inicia su recorrido en una pista. A medida que transcurre el tiempo, va

aumentando su velocidad. Durante los cinco primeros segundos de carrera, la formula que
indica la cantidad de metros que recorre en cada instante ¢ (en segundos) es f (t) = 5¢2.
a. ;Cuantos metros recorri6 a los 3 sequndos de iniciada la marcha?

b. ;Qué velocidad media tenia en los intervalos [2: 31513 4171335 v (353212
c. ;Cual era la velocidad en el instante ¢ = 3?

Como la funcién f(t) indica los metros recorridos en el instante t, para hallar los metros
recorridos a los 3 segundos de iniciada la marcha es necesario calcular f(3).
f(3)=5.32=45
Entonces a los 3 segundos de marcha recorrié 45 m.

MATEMATICA 1

La funcién fmide la
distancia recorrida y t

mide el tiempo transcurrido, en
segundos, desde que comenz4 la

carrera.
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Para hallar la velocidad media en el intervalo [2 ; 3] es necesario calcular cuantos
metros recorrié en ese periodo. Como a los 2 segundos se encuentraa f(2) =20 my a los 3
segundos se encuentra a f (3) = 45 m; entre los 2 y los 3 segundos, recorrié 25 metros, su
velocidad media fue de 25 metros por segundo.

En cambio en el intervalo [3 ; 4] se obtiene una velocidad media de 35 m/s.
En ambos casos se vario 1 segundo respecto al tiempo 3 segundos.

1
2
media en el intervalo [3 ; 3,5] de 32,5m/s. Y si se achica aiin mas, por ejemplo en el inter-

Pero si se “achica” esa variacion, por ejemplo en = segundo se obtiene una velocidad
valo [3; 3,2], se obtiene 31 m/s de velocidad media.

¢ 6mo se puede hacer entonces para calcular al velocidad en el instante t = 3 segundos?

Se necesita tomar una variacion menor a 0,2, por ejemplo 0,1, pero aun asi no se obtie-

ne la velocidad en el instante t = 3. Se necesita achicar ain méas la variacién.

¢Como se puede hacer que la variacion del tiempo, es decir, de la variable t sea tan chiqui-

ta como se necesite?

El siguiente grafico modeliza la situacion del auto:

y A distancia recorrida (m)
e——————HA
/
1004 — =
786,_ /1"/.’7 ==
/'/"
—604+—F————— /.-' it
40 ; A
/
A v
// I N I
1 2 3 4 5 1t (seg)
E Si £(t) =5t Si se toma una variacion h en el tiempo, se tiene que el espacio recorrido en el instante
1t t =3+ h menos el recorrido en el instante t = 3, es:
f3)= 5-37
3+h)=5-3+h)? f(3+h) - f(3)=5-(3+h)?-5- 32

Cuadrado de un binomio: Si se resuelve el cuadrado del binomio se obtiene

fB+h) -f3)=5-(3+h)2-5-32=5.(32+2-3-h+h?) -45=5-32+30 h +5h? - 45
f(3+h)-F(3)=30h+5 h?

y si se toma factor comdn h se obtiene

f(3+h)-f(3)= h-(30+5h)
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Para calcular la velocidad media en el intervalo [3 ; 3+A] se debe calcular

f3+h)-f(3)  h-(30+5h) _

3+h-3 h 30+h

Lo que interesa es que el intervalo sea cada vez mas pequefio, y como la longitud del
intervalo es igual a A, se esta buscando que / sea un nimero cada vez ms chico.

En matemética se dice que “h tiendaa 0” o0 “h se acerque a 0”. Pero si # es un nimero
tan cerca de 0 como se necesite, la velocidad media se “transformaria” en la velocidad en el
instante = 3 que es lo que se estaba buscando, es decir

f(3+h) - £(3)
W= 30 + h

y h es un ndmero muy chiquito, no altera la suma, por lo tanto

- f3h) - £(3)
L v el

De este modo, la velocidad instantanea en t = 3 es de 30 m/s.
Variacién instantdnea de una funcién

Hasta ahora se analizo la variacion de funciones que modelizan la distancia recorrida
en un determinado intervalo de tiempo. En esos casos, la variacién instantinea resulta ser
la velocidad instantanea.

Pero el objetivo en este anexo es estudiar la variacion de una variable cuando varia la otra.

Es decir, interesa calcular la variacién media cuando la variacion de la variable indepen-
diente es “muy chiquita”.

Esta nocion de una variacién tan pequefia de la variable independiente como sea nece-
sario se designa de la siguiente manera.

Si se considera la funcién f que depende de la variable x, y se quiere medir la variacion
de f cuando x = a varfa, se debe tomar una variacién A, por ejemplo hacia la derecha y ana-
lizar el intervalo [a; a+h]

Graficamente:
y Wil
‘ /
[ | | ’/ -
‘ HERY,
*i' | ‘[:,Z 1
[ | | | | | -
| |
adl | [ |
| V1t fla+h) -f(q)=.‘AJ“
| | P ||
Tt | HENE
— 1 h‘— I\YI— 1’14./1_1; ‘ j
| | [ ] il | I |
LT e Tasnl ] EE
R S & LI PR

MATEMATICA 1

La velocidad media en el
intervalo [a; a+hlesigual
al cociente
fla+h)-f(a)
h

Sihtiende a0 se puede
escribir “h— 0"
También es equivalente a decir que
se calcula el limite de un funcién f
evaluada en la variable h, cuando
esavariable htiendea Oy se
escribe:
limf(h)
-0

n La velocidad instantanea
enunpuntoaes el valor de

fla+h)-f(a)

cuandoh— 0oloqueeslomismo

fla+h)—f(a)

Iim

h
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Si Af=variaciondefy

>
Ax=variacién de x
Variacion media= Af
Ax

Variacion mediadefenel

puntoa=
fla+h)-fla) _ fla+h)-f(a)
a+h-a h

Este valor se llama cociente
incrementalyahselollama
incremento de la variable x.

<

Lavariacion instantanea
enel puntoaeselvalorde
fla+h)—f(a)

h
cuandoh—0,
o lo que eslo mismo
fla+h)—f(a)
h
si este valor existe, se lo llama

derivadadefenel puntoay se
escribe:

Iim

=0

f'(a)
La derivada f'(x) es el valoral que
tienden las variaciones medias
cuando htiende a 0 en un puntox.
Sif(x) representa la distancia
recorrida por un movil en funcién
del tiempo, entonces la velocidad
del mévil en cada instante cambia
segln f'(x).

Y
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También se puede tomar un intervalo hacia la izquierda de a, en este caso, es conve-
niente suponer que A es un valor negativo, por lo tanto a + h es menor que a, de este modo
se tiene elintervalo [a+ h ; a]

En ambos casos la variacion media es

of _ f(a+h) - f(a)

Variacion media= — 5

Ax
Para calcular la variacion instantanea en x = a se necesita que h sea un valor muy chiqui-
to, es decir, que h se aproxime a 0, o tienda a 0.

De este modo, para calcular la variacion instantanea se necesita tomar la variacion
media en un intervalo de longitud A y hacer que h tienda a 0.
a+h) -f(a
in f(a+h) -f(a)

Variacion instantaneaena= (i 5

=3

Si se toma cualquier x y se quiere calcular el valor de la variacién instanténea en ese x
se tiene:

fleth) (%)
h

Variacion instantanea = [im
h—=0

.De esta manera, para cada funcion f y para cada valor de la variable x se tiene una nueva fun-
cion: variacién instantinea de f en cada x que se llama funcion derivada y se denota f ' (x).

f'(x) es en cada punto un nimero que depende de f y de x.

fleth) - (%)

o= 2

' 1.Enelproblema3, b. ;Va el auto en algin momento a una velocidad

a. ;Cual esla velocidad instantaneaen t =47 instantanea de 45 metros por segundo? ;Por qué?

Expliquen como se dieron cuenta.

ANEXO0 2



“Tinta fresca ediciones s. A. | Prohibida su fotocopia. Ley 11.723

Calculo de derivadas

¢ Por qué interesa calcular la derivada de una funcién cuadrdtica?

Existen muchos procesos que se modelizan mediante una funcién cuadratica y para calcular

la velocidad en un instante x es necesario calcular la derivada de la funcién en ese instante x.

Problema 4
La funcion que modeliza el recorrido de un mévil es la funcién cuadratica f (x) = x2.
¢Cual serd la velocidad en el instante x = 3?

Six =3 entonces f(x) = 9, es decir que en 3 unidades de tiempo recorrio 9 unidades de

distancia. Para averiguar cual sera la velocidad en el instante x = 3 es necesario calcular

£ @t LSO

h-0
Es posible comenzar calculando el cociente incremental, es decir, la variacion media

FB+h) -f(3) _(B+h)?-32 _ 942.3.h+h2-9 _2:3-h+h?

h h h h

y sacando h como factor com(in se tiene

fB+h) -fB3) _f2.3+h)_, . .
h

Por lo tanto, resulta la siguiente igualdad

f(3+h) - f(3)

f (3)=hh-% 3 =£1_rzg 2:3+h

Como h es muy pequefio la suma se aproxima a 6 y resulta

£ Gy tm L3 FE)

=6
h-0 h

Problema 5
Si la funci6n es f(x) = - 5x%. ;Cudl es la velocidad instanténea para cualquier valor de
X7

Del mismo modo que en el problema 4, se calcula la variacién media y luego se hace

tender h a 0y se obtiene
_ =Sixth)2—(-5x2)

fx+h) -f(x) -5 (X2 + 2x h+ h2) + 5x2
h N h - h

MATEMATICA 1

Caidalibre
Siun cuerpo se deja caer
libremente, la posicion del cuerpo
en funcién del tiempo transcurrido
se modeliza por la funcion
i) =y, —% gt

donde y, esla altura desde donde
sedeja caery geslaaceleracion
de lagravedad que es de
aproximadamente 9,8 m/s?

Tiro vertical

También cuando se arroja un objeto,
el trayecto que sigue se modeliza
por una funcion cuadratica.

R
dondey, es posicion inicial y v, esla
velocidad inicial.

El procedimiento para
x =3 se puede realizar para
cualquier valor de xy por lo tanto se

obtiene que sif{x) =x2

)

)
=
Il
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n Siflx)=a-x2
setiene
f'(x) = 2ax

si se aplica la propiedad distributiva y se resuelve, se obtiene

flxth) -f(x) _ -5 -5.2xh-5h2 + 5¢ _ 5. 2xh - 5h2 _
h h h

si se saca factor comdn h

fleth) - f(x) _#(-5- 2x-5h)
h "

=-10x-5h

por lo tanto
f’ (X) = lim f(x+h;l_f(X) =-10x

h-0

En este caso la velocidad da -10 x. Si x es positivo, este resultado es negativo y significa
que el auto esta volviendo.

Si se supone que un moévil sigue un trayecto que se modeliza a través de la funcion lineal
f(x)=3xy se sabe ademas que:

m = 8 = variacion de las ordenadas
b - variacion de las abscisas

es la pendiente de la recta,

siempre que se quiera calcular el cociente incremental se tiene que

Flx+ ) -Fx)

3 3

y no importa qué tan chiquito sea el valor que se toma de incremento. Esto quiere decir
que siempre se desplaza a la misma velocidad, lo que significa que a igual tiempo recorre la
misma distancia, por lo tanto f'(x) = 3.

En general, si se tiene una funcién proporcional del tipo

se tiene f'x)=m

Si la funcién es constante entonces no hay variacion de la funcion cuando varia la
variable x.
Por lo tanto si f(x)=k, con k un nimero cualquiera, entonces f'(x) =0

-
“ 2.Un camidn parte de Buenos Aires rumbo a Dolores porlaruta 2, La €. ;Cudlfue la velocidad media del camion entre las 3 y 4 horas de viaje?

férmula g(x) = 7x* + 100 indica los kilémetros recorridos por el camién a d. ;Cudl fuela velocidad del camion a las 3 horas de viaje?

través del tiempo (en horas).
a. ;En cuanto tiempo recorrié 352 km?

b. ;Cuéntos kildmetros recorrié en 2 hs?

186

e. ;Fue el camioén a 70 km/h en algiin momento? Expliquen como se

dieron cuenta.
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Derivada y recta tangente
¢Qué representa graficamente el cociente incremental?

un incremento A.

“ Tinta fresca ediclones s. A. | Prohibida su fotocopia. Ley 11.723

A i
f:
/
T
—— /"
X AN
Fx+h) - f(x)
I T o e e O
: RS
X x+h '

preta como:

_ @ —variacion de las ordenadas

m== = -
b - variacion de las abscisas

En este caso, si se toman los puntos (x ; f(x)) y (x+h ; f(x+h)), resulta
a=flx+h)-f(x)
b=x+h-x=h

fleth) - f(x)
h

por lo tanto
Variacion media =

Pero si h es cada vez mas chico, las variaciones medias tienden af'(x), esdecir, que las
pendientes de esas rectas secantes tienden a la derivada de f en el punto x.

¢Como se interpreta geométricamente?

Esas rectas secantes, cuando el incremento h es muy pequefio, se iran transformando en

la recta tangente al gréfico de f.

v g
- 1) 1 I S S S| U (5 1 —_ _I_
:7 - ,1' i
SEiNENENNNE _//
T [ A
=i [ B I IO 0 //::7; |
0 L9 B = {1 |
L T T T T T
H i I
= O A L_xsh | ox

de dos cualesquiera de sus puntos.

El siguiente gréfico representa una funcion fy la variacion media en un punto x para

En el capitulo de funcion lineal se establece que la pendiente de una recta se inter-

es la pendiente de la recta secante que une los puntos X fO)) y (x+h; fx+h)).

MATEMATICA 1

Larectatangenteeslarecta
que mejor aproximaa una
funcién“cerca”de un punto.
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1. El siguiente cuadro muestra las temperaturas tomadas en un

mismo dia en la ciudad de San Pedro por el Servicio Meteoroldgico.

0 7°€
2 6°C
4 6°C
6 Fors
8 8°C
10 12C
12 152€
14 16°C
15 16°C
18 132€
20 1926
22 8°C
24 7°€

Senalen en cada caso la o las opciones correctas.
A.Lamayor variacion de temperatura se produjo entre:

[ a | 16hsy i8hs b | 18hsy 20hs

 c | 10hsy12hs  d | 12hsy 14hs

n No es posible saberlo con la informacién que se cuenta.
B. Latemperatura no vario entre:

ﬂ 2hsv4hs “ 14hsy16hs

n 24hsy0Ohs n 4dhsy6hs

2. Se deja caer una piedra desde una aitura de 87 metros. Tomando
la gravedad como 9,8 m/s?, la piedra llegd al suelo con una velocidad
aproximada de:

H 41,29m/s n
B -+  d |
n 421 m/s

0m/s

-173,95m/s

3. La ecuacién de ia recta tangente al grafico de la funcion
fix)= %xz + %x +5enelpunto (-1; f(-1)) es

g -~7 0
B Y B .

Y=X+2

15
2

4. Dos moviles se desplazan siguiendo las férmulas

Movil 2:y,(t= % 2-Yiiy

Movil 1:y, (=1 +5t-6 3

3

A.Lafuncion velocidad en cada instante para el movil 1 es:

el
B o=5s a
e
n vit)= §r+ 5 n
B. La funcion velocidad en cada instante para el mévil 2 es:

n =3¢ 1.7 IJ Vm=%_l

3

u vit) = gtﬂ ﬂ vit) = %r_%

€. Los dos méviles tienen igual velocidad cuando:

vit) =%t

wing

vit)= %H 5

n Estdn a la misma distancia.

u Sus derivadas son iguales.

n Las funcionesy, (t) e y, (t) son iguales.
n Uno de los moviles pasa al otro.

n No es posible que tengan igual velocidad.

5. Decidan cudles de las afirmaciones siguientes son verdaderas.

Siempre hay un punto de una parabola en el cual, la recta
tangente es perpendicular al eje de lasx.

Siempre hay un punto en una parabola en el cual, la recta
tangente, es paralela al eje x.

Salvo en un punto, las rectas tangentes a una parabola son
siempre oblicuas.

Ninguna de las afirmaciones anteriores es cierta.

MATEMATICA 1 |
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2.a.cf
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4.A.b.
B.b.
C.b.
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B.a.d
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7.a.d.
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1.b.c
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3.a.
4.c
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6.b.c.d.

(pégina 59)

1.c
2.d.
3.d.
4.c
5.a
6.b.
7.b.d.
8.a.c.
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1.b.
2.b.d.
3.d.
4.a.c
5.3
6.d.
7.2

8.d.
9.a.
10.c.
11.a.
12.d.
13.b.
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1.b.
2.c
3
4.b,
5.d.
6.a.
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8.b.
9.a.c.f.
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